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INTERAÇAO DE SISTEMAS 
SOLO-ESTACA SUBMETIDOS 
À SOLICITAÇÕES DINÂMICAS 
Leopoldo Machado Paganelli 
Março, 1985 
Orientador: Nelson Francisco Favilla Ebecken 
Programa: Engenharia Civil 
O objetivo deste trabalho e apresentar um mêtodo de 
anãlise para a interação dinâmica solo-estaca. 
Uma solução analltica no domlnio da frequência ê de-
senvolvida para vibrações horizontais e seção transversal cir-
cular, modelando o solo como um material linear visco-elãstico. 
Uma comparaçao com o modelo de massa agrupada ê rea-
lizada para estudos de sensibilidade, discutindo as diferenças 
entre as duas abordagens, e o papel desempenhado por diversos 
fatores. 
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as partial fulfill-
ment of the requirements for the degree of Master of Science 
(M. Se.) 
INTERACTION OF SOIL-PILE 
SYSTEMS SUBJECTED TO 
DYNAMIC SOLICITATIONS 
Leopoldo Machado Paganelli 
March, 1985 
Chairman: Nelson Francisco Favilla Ebecken 
Department: Civil Engineering 
The purpose of this work is to presenta method of 
analysis for dynamic soil-pile interaction. 
An analytical solution in frequency domain is devel~ 
ped for horizontal vibration and circular cross section,modelling 
the soil as a linear viscoelastic material. 
A comparison with the model of lumped mass is perfo~ 
med for sensitiVity studies, discussing the differencesbetween 
the two approaches and the role played by several factors. 
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I - INTRODUÇJ\O 
A dinâmica de estacas tem encontrado um vasto campo de 
aplicação em areas tradicionais como fundações de mâquinas, edi 
ficios e pontes e, recentemente no desenvolvimento de estrutu-
ras ''offshore" em ãguas profundas despertou um novo interesse 
no assunto. Vârios tipos de abordagens tem sido formulados pa-
ra a anâlise da interação dinâmica solo-estaca. Algumas formu-
lações como a de Penzien( 2) e Matlock(l) consideram o modelo de 
d t a de TªJ·,·m,.(lO,lll, a de Novak massa agrupa a, ouras como e 
Nogami( 3- 9l, consideram o modelo continuo e finalmente pesquis~ 
dores como B1aney( 15 l, Kuhlemeyer( 16 l, Wolf e von Arx(lB) utili 
zam o mêtodo dos elementos finitos. Cada uma dessas teorias a-
presenta vantagens e limitações que foram discutidas num relatõ 
rio sobre o estado da arte (Seismic effects on piles), apresen-
tado por Taj imi ( 11 l 
Uma grande quantidade de pesquisas tem sido conduzida 
e ainda prossegue em vârias ãreas de interesse como maquinãrio 
vibrante, terremotos, potencial de liquefação e interação entre 
estruturas adjacentes através do solo como meio transmissor. 
Existem vãrias diferenças bâsicas entre os problemas 
de dinâmica em solos e os casos tradicionalmente estudados em 
dinâmica estrutural: 
a. O solo ê um material altamente nao linear e a faixa de de-
formações em que uma solução no regime elâstico linear e 
vâlida ê muito mais limitada do que a faixa linear dases-
truturas tipicas. 
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b. Ao contrãrio da maioria das estruturas, em que e possivel 
se chegar a um modelo matemãtico apropriado usando a teo-
ria de sistemas de membros discretos, os problemas de vi-
brações em solo pertencem ã ãrea de Mecânica do Continuo on 
de as soluções analiticas são baseadas fundamentalmente na 
teoria de propagação de ondas. Um conhecimento dos princl 
pios desta teoria ajuda consideravelmente a compreender o 
comportamento da solução e a adequabilidade dos métodos nu 
mêricos. 
c . Os problemas na dinâmica de solos tratam basicamente com 
um meio semi-infinito (semi-espaço homogêneo ou estratifi-
cado em camadas). Contornos bem definidos existem apenas 
na superficie e na base onde hã uma nitida transição entre 
o solo e a rocha. A modelagem destes problemas usando têc 
nicas discretas, como elementos finitos, requeratenção ade 
quada para as condições de contorno, devido a substitui-
ção do meio semi-infinito por um dominio finito. 
O comportamento nao linear pode ser modelado segundo 
vârios niveis de sofisticação: 
a. efetuando uma unica anãlise estimando valores dos mõdulos 
elãsticos e amortecimento para o solo, com base em fÕrmu-
las aproximadas. 
b. efetuando anãlises lineares iterativas, onde os valores dos 
mõdulos e do amortecimento são ajustados em cada ciclo de 
cãlculo atê que a diferença entre os valores .consecutivos 
de cada parâmetro seja menor do que uma tolerância especi-
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ficada. São usadas curvas experimentais relacionando mõdu-
lo de rigidez e amortecimento com a mãxima deformação para 
uma vibração ciclica. 
c. Através de um modelo discreto (elementos finitos ou dife-
renças finitas) assumindo relações constitutivas não-linea 
res e efetuando a solução por meio de integração numérica 
passo a passo no dominio do tempo acompanhando a curva ten 
são deformação. O método exige que as fronteiras sejam c~ 
locadas ã distância suficiente da zona de interesse de mo-
do a nao dar tempo para a reflexão das ondas no intervalo 
de tempo abrangido pelo processo. 
A maioria das soluções existentes se enquadram em um 
dos grupos: o das soluções discretas e o das soluções analiti-
cas considerando o meio continuo. 
Soluções Discretas 
Cargas de curta duração (como cargas de explosão) e 
problemas de amplificação em solo podem ser analisados por mode 
los de diferenças finitas. Soluções por elementos finitos sao 
amplamente empregadas para cargas de longa duração e soluções 
no dominio da freqüencia para determinação da resposta ao "steady 
state". As aplicações mais comuns são para problemas bidimen-
sionais de estado plano de deformações e para problemas de con-
torno cilindrico onde a solução e expressa em serie de Fourier 
em função do ângulo 8. Soluções pseudo-tridimensionais com con 
dições de contorno impostas nas faces de lamelas também jã fo-
ram sugeridas. Soluções gerais tridimensionais são computacio-
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nalmente ineficientes devido ao elevado numero de elementos ne-
cessãrios para uma boa representação do solo. 
Técnicas matemãticas sofisticadas e programas compu-
tacionais correspondentes não garantem a adequabilidade dos re-
sultados. Hã dois tõpicos principais a serem considerados: o 
tamanho dos elementos na malha relativo ao comprimento de onda 
caracter1stico da freqüência e as condições de contorno que são 
criadas artificialmente para simular a irradiação de energia p~ 
ra o semi-espaço infinito. Se condições de contorno como enga~ 
tamento ou apoio com um numero de graus de liberdade forem uti-
lizadas haverã a reflexão na fronteira, realimentando a energia 
na zona de estudo. Se o solo possui amortecimento interno do 
tipo histerêtico e o contorno externo ê colocado longe da zona 
de interesse o problema da reflexão fica minimizado. 
Na prãtica existem três tipos principais de condições 
de contorno: 
a. contornos elementares onde deslocamentos ou combinações de 
forças e deslocamentos são especificados para os nos; 
b. contornos viscosos, com amortecedores viscosos de propri! 
dades constantes ao longo do contorno para problemas pla-
nos ou amortecedores com propriedades variãveis com a pro-
fundidade para absorção de ondas de Rayleigh no caso tri-
dimensional (em geral com geometria cil1ndrica); 
c. contornos consistentes, onde uma matriz de rigidez, depen-
dente da freqüência, ê obtida resolvendo-se o problema de 
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propagaçao de onda num depõsito elãstico estratificado uti 
lizando funções de deslocamentos como soluções verdadeiras 
da equação de onda na direção horizontal e consistente com 
as deformações da região do núcleo central na direção ver-
tical. 
O uso de contorno consistente ê a melhor solução dis-
creta para anãlises lineares no dominio da freqüência fornecen-
do resultados em excelente concordãncia com as soluções analiti 
cas, para os casos em que estas existem. Entretanto esta solu 
ção não pode ser efetuada no dominio do tempo; neste caso o con 
torno deve ser colocado afastado ã distãncia suficiente da re-
gião central de interesse ou se utilizar contorno viscoso. 
Um ponto importante ê distinguir conceitualmente os 
dois tipos de amortecimento que ocorrem simultaneamente nos pr~ 
blemas de vibrações em solos. O amortecimento geométrico (amo! 
tecimento por irradiação de ondas elãsticas) tem o comportame~ 
to do tipo viscoso, isto e, proporcional ã freqüência ao passo 
que o amortecimento interno do material ê de natureza histerêti 
ca independente da freqüência, mas função da amplitude das de-
formações. A dissipação neste ultimo e em forma de calor, ao 
passo que no amortecimento geométrico hã a transferência conti 
nua de energia mecãnica para o meio semi-infinito sob a forma 
de ondas elãsticas. Assim na solução dos problemas de vibrações 
em solos devense fazer a adequada distinção entre as perdas de 
natureza diferente e levadas em consideração. 
Hã uma forte tendência a generalização do uso de ele-
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mentos nas fronteiras com propriedades de absorção ou irradia-
ção simulando o semi-espaço infinito. Entre as soluções mais 
importantes pode-se citar o contorno transmissor desenvolvido por 
Lysmer e Waas (1972) e a dos elementos de contorno proposta por 
Brebbia (1981 ). O contorno transmissor utiliza o "elemento se-
mi finito'' que representa o semi-espaço infinito em camadas hori 
zontais com propriedades de absorção total das ondas que chegam 
atê ele. O elemento de contorno jã contêm na sua formulação uma 
solução exata da equação de onda bi ou tridimensional, incluin-
do ondas volumétricas e de cisalhamento. Dai decorre que aso-
lução obtida pela soma das contribuições de cada elemento do con 
torno de uma fundação produzirã a solução especifica para age~ 
metria particular do problema como uma combinação linear adequ~ 
da satisfazendo as condições de contorno. Cada elemento funcio 
na como uma fonte irradiando ondas elãsticas para o meio infini 
to. 
Para a solução do sistema de múltiplos graus de liber 
dade sao empregados três tipos de soluções: 
solução direta no dominio do tempo 
solução direta no dominio da frequência 
anãl ise modal 
Enquanto na dinâmica estrutural ê comum o emprego da 
anãlise modal, para o caso de um maciço de solo ê muitas vezes 
dificil interpretar os modos de vibração e associâ-los a signi-
ficado fisico. Por isso a maioria dos problemas em dinâmica dos 
solos são resolvidos no dominio da freqUência, para casos linea 
res ou anãlises iterativas; ou então no dominio do tempo, para 
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anâlises nao lineares. 
Soluções Analtticas 
As soluções analtticas apesar de limitadas a casos de 
geometria simples e comportamento elâstico linear (não lineari-
dade pode ser considerada em procedimento iterativo) elas forn~ 
cem a base para a analise e interpretação ftsica cios 
efeitos dos vãrios parâmetros. Os resultados são em geral ra-
zoãveis e os modelos analtticos são um padrão necessãrio para 
a avaliação da ''performance'' dos mêtodos numêricos e modelos dis 
eretos. Alêm disso os problemas mais complicados podem serre-
solvidos eficientemente utilizando a superposição de soluções ana 
ltticas genêricas. 
Uma das aplicações mais importantes ê o estudo da ri-
gidez dinâmica das fundações, anâlises de interação solo-estru-
tura e fundações de mãquinas. O presente trabalho se ocupa de 
um caso relativamente simples de uma estaca vertical, isolada, 
de seção circular, num depõsito de solo estratificado em cama-
das homogêneas de diferentes materiais. Considera-se também que 
a estaca seja flextvel o suficiente para se poder aplicar a hi-
pÕtese de Winkler. Assim não hã transmissão de esforços hoti-
zontais de uma profundidade para outra o que equivale a dizer 
que as camadas de solo (e suas subdivisões) estão desacopladas 
e, conseqüentemente, o comportamento ê de estado plano de defo~ 
maçoes. ·Alêm disso não são considerados efeitos de amplifica-
çao dinâmica no solo, isto ê, não ocorre ressonância de camadas. 
Nos casos mais freqUentes em que a transição do solo para aro-
cha estã localizada a uma profundidade bem maior que o compri-
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mento de onda médio das vãrias camadas, o que equivale a dizer 
que a frequência da excitação deve ser bem maior do que a fre-
quência natural da camada ou conjunto de camadas sobre a rocha. 
A ocorrência de camadas de solo com propriedades distintas como 
acontece frequentemente, faz com que as ondas se propaguem pre-
dominantemente em planos horizontais porque ondas com direção o~ 
l1qua tendem a se refletir internamente dentro da camada, corro 
borando para a hipõtese de estado plano de deformações. 
Nas condições acima pode-se adotar a solução de Bara-
nov para o estado plano de deformações para deduzir as constan 
tes de Winkler para cada camada. Novak e Nogami utilizaram uma 
solução tridimensional para as equações do movimento da Teoria 
da Elasticidade, desprezando os deslocamentos verticais. Foram 
empregadas funções potenciais de Lamb para os deslocamentos, o~ 
tendo soluções que são combinações lineares de produtos de fun-
ções das variãveis r, e e z, cada uma dependendo de uma única 
coordenada. Estas soluções são expressas por meio de series de 
Fourier na variãvel z, representando os vãrios modos de vibra-
çio de uma camada homogênea apoiada sobre uma camada infinita-
mente r1gida. A seguir ajustaram os coeficientes da sêrie de mo 
do a satisfazer a equação da linha elãstica da estaca, acoplan-
do estreitamente o sistema solo-estaca. Desse modo, obtevem-se 
soluções particulares para o movimento da linha elãstica, aten-
dendo a condições de contorno na cabeça e na ponta apoiada da 
estaca. Neste modelo existe acoplamento total entre o solo e a 
estaca atravês de tensões de cisalhamento em planos horizontais, 
que se anulam na superf1cie do solo. Impondo deslocamento e r~ 
tação unitãrios na cabeça da estaca avaliaram-se os coeficien-
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tes da solução homogênea da equaçao diferencial da linha elâsti 
ca, que somada ã solução particular satisfaz as condições de CO_!l_ 
torno dadas. Derivando o deslocamento foram obtidos os momen-
tos fletores e forças cortantes fornecendo, conseqüentemente, a 
matriz de rigidez condensada no topo da estaca. Os elementos des 
sa matriz são complexos e representam as impedâncias da estaca 
que são as relações entre os esforços e os deslocamentos nos 
graus de liberdade (dois no caso de uma estaca de ponta vibran-
do no plano vertical). Esta teoria mais rigorosa deve ser usa-
da nos casos em que se suspeita da possibilidade de ressonância 
do depõsito de solo com considerâvel amplificação dinâmica, on-
de ocorre forte acoplamento entre camadas (não sendo aplicâvel 
a hipÕtese de Winkler). A solução do estado plano de deforma-
çoes em qualquer plano horizontal implica na validade da hipÕ-
tese de Winkler, onde em cada plano horizontal as tensões e de-
formações são as mesmas de um cilindro rigido infinito com igual 
deslocamento horizontal. Por isso a solução de Baranov deve 
ser aplicada com reservas. Um caso tipico onde não vale a hip~ 
tese de Winkler ê o caso real de uma experiência realizada por 
Novak e Grigg' ( s) com modelo reduzido, comprovando a teoria 
rigorosa. 
Finalmente existe um outro problema no modelo de esta 
do plano da Teoria da Elasticidade: quando a freqüência se apr~ 
xima de zero a rigidez que foi calculada aproximadamente dimi-
nue porque as reações do solo no estado plano para translações 
tendem a zero. Esta desvantagem pode ser corrigida ajustando a 
rigidez do solo para freqüências muito baixas a um valor estãti 
co constante. O programa PILAY, desenvolvido pela Universidade 
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of Western Ontario aplica esta correçao que ê baseada na solu-
ção estâtica de Mindlin. Este comportamento foi comprovado ex-
perimentalmente por Kazama (13) em 1978 com uma estaca de prova 
de concreto armado de 2m de diâmetro, conforme o descrito no re 
latõrio de pesquisa da Universidade de Michigan. Esta teoria, b~ 
seada nas equações de Mindlin ê aplicada nos modelos de Penzien 
e Matlock, vâlidas para as faixas de freqüência de terremotos, 
que são consideradas baixas em dinâmica de solos. O modelo a-
presentado neste trabalho com respectivo programa de computador 
pode ser aplicado numa faixa de freqüências mais elevadas como 
no caso de fundações de mâquinas que operam em alta freqüência. 
Feitas as considerações acima passa-se ao equaciona-
mento do movimento do solo usando as equações da Teoria da Elas 
ticidade. Neste trabalho serâ considerada a Teoria da Elastici 
dade Linear usando a abordagem de variâveis complexas onde to-
dos os parâmetros variâveis no domfnio do tempo apresentam osci 
lações do tipo harmõnico simples com frequência angular w. Como 
os deslocamentos, tensões, deformações e demais parâmetros tem 
sua variação no dom1nio do tempo perfeitamente definida através 
de apenas dois parâmetros: amplitude e fase,o tratimento por nQ 
meros complexos elimina a variãvel tempo nas equações levando a 
grande simplificação nas equações e reduzindo drasticamente o 
tamanho dos programas computacionais com vantagens prãticas evi 
dentes. Atualmente a grande maioria dos"softwares"existentes pe.!:_ 
mi tem a definição de variãveis do tipo complexo e possuem em sua 
biblioteca, funções complexas, com argumentos complexos. Nos 
dias atuais existem "softwares'' com variãveis complexas atê pa-
ra microcomputadores. O tratamento complexo em programação com 
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putacional e recomendado pelos melhores especialistas no assun-
to como o professor José M. Roesset da Universidade do Texas.No 
tratamento por variãveis complexas o môdulo e o argumento repr! 
sentam a amplitude e a fase, respectivamente das grandezas flsi 
cas variãveis no tempo. 
O tratamento da histerese e do amortecimento nas vi-
brações fica impllcito quando se usam as constantes de Lame À e 
G complexas, na formulação das equações da Teoria da Elasticida 
de e no emprego de coeficientes de rigidez complexos. A parte 
imaginãria À' e G' das constantes de Lame constitue as parcelas 
fora de fase (defasagem de 90°) de À e G representando a histe-
rese. Na Teoria da Elasticidade Linear o laço de histerese re-
sulta numa elipse com os eixos principais inclinados, sendo que 
o eixo maior forma um ingulo com o eixo das deformações cuja tan 
gente e aproximadamente igual ao mõdulo de elasticidade secan-
te (ou môdulo de rigidez secante no caso de distorção angular). 
A parte imaginãria dos coeficientes de rigidez desem-
penha o papel do amortecimento. As soluções sao tratadas no do 
mlnio da freqüencia e a matriz de rigidez jã contem impllcita a 
matriz de .amortecimento de um sistema de mGltiplos graus de li-
berdade. Isto permite o tratamento de amortecimentos localiza-
dos como e o caso de interação solo estrutura em alta freqüen-
cia, onde não e vãlido o emprego de um amortecimento estrutural 
uniforme, adotado em geral como uma fração do amortecimento crl 
tico. Em altas frequencias o amortecimento das fundações e al-
to devido ao fenômeno de irradiação ou (amortecimento geométri-
co) ao passo que na parte fora do solo o amortecimento e relati 
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vamente pequeno devido a resistências dos fluidos (ar, âgua) em 
que a estrutura estâ imersa. O tratamento no dominio da fre-
qüência pode tambêm ser utilizado para fenômenos transientes, 
atravês de transformada de Fourier da excitação decompondo-a em 
vãrios harmônicos, abrangendo o espectro de freqüências. 
Empregando a solução analitica para o estado plano de 
deformações Novak em 1974 apresentou um trabalho onde deduz as 
fôrmulas para o câlculo da rigidez dinâmica e amortecimento de 
estacas em solo homogêneo usando a solução analitica de Baranov 
do estado plano de deformações. Esta abordagem tem sido aplic! 
da com grande sucesso em sapatas enterradas (Baranov,1967; No-
vak e Beredugo, 1972; Novak e Sachs, 1973; Novak, 1974). No ca 
so de solo estratificado (em camadas) cada trecho da estaca con 
tido dentro de camada de solo homogêneo tem a sua matriz de ri-
gidez calculada com as fÔrmulas para solo uniforme e, a seguir 
ê montada a matriz de rigidez global da estaca, conectando os 
vârios elementos correspondentes a cada camada, onde a rigidez 
do solo jâ estâ incluida na prôpria rigidez do elemento de esta 
ca. Este modelo ê computacionalmente muito eficiente e ê ampl! 
mente usado em engenharia de fundações de mãquinas. O modelo 
mais rigoroso com equacionamento tridimensional e solução por 
sêries de Fourier e em geral usado apenas para o caso de uma ca 
mada de solo homogêneo depositada sobre material muito mais ri-
gido (por exemplo rocha} porque consome muito esforço e memôria 
de computador no caso de vãrias camadas. No caso de vârias ca-
madas a probabilidade de ocorrência de ressonância do depôsito 
de solo ê reduzida e o modelo mais simples com adoção da hipôt~ 
se de Winkler ê o mais utilizado. 
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EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DA PROPAGAÇ.ll:O DE ONDAS EM MEIO 
ELÃSTICO LINEAR 
As deformações especificas sao obtidas a partir dos 
deslocamentos através das equações vãlidas para pequenas defor-
maçoes. 
Sejam u, v e w os deslocamentos nas direções radial, 





Figura I - Estado Triplo de Deformações. 
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( 1. 1 ) 
( l . 2) 
( l . 3) 
1 4 
l au av V ( l . 4) S = - - + re r ae ar r 
= au + aw ( l . 5) szr 
az ar 
av + 1 d VI ( 1 . 6 ) sez = 
az r ae 
Considerando material elâstico linear isõtropo?as de-
formações especificas são dadas pelas equações constitutivas. 
1 
(ar v a ) ( 1. 7) sr = - v a e -
E z 
l (-v ºr + - v a ) ( l . 8) se = ªe E z 
1 (-v a + ªz) ( 1 . 9) Sz = - v ªe 
E r 
2(l+v) l (1.10) sre = T = - Tre 
E re G 
2(l+v) l (1.11) szr = 'T z r' = Tzr 
E G 
2{l+v) 1 (1.12) sez = Tez = Tez E G 
onde E ê o mõdulo de elasticidade, v e o coeficiente de Poisson 
e G ê o mõdulo de rigidez. 
Estas relações tambêm podem ser expressas em termos das 






G = E (1.14) 
2(l+v) 
cr r = ÀE + 2G Er (1.15) 
cr e = ÀE + 2G E8 (1.16) 
cr = ÀE + 2G E2 (1.17) z 
Tre = G Ere (1.18) 
Tzr = G Ezr (1.19) 
Tez = G cez (1.20) 
e a deformação volumétrica. 
Seja~ o vetor rotação de uma particula, de compone~ 
tes Qr, n8 e n2 nas direções radial, tangencial e axial respec-









l 3W 3 V 
r ae az 
au aw 
a z ar 
av + v 
ar r 
l 6 





As equaçoes (1.21), (1.22), (1.23) e (1.24) podem ser 
resumidas na equação vetorial seguinte: 
íl = rot U (1.25) 
2 
onde 
u = u :r + v :e + w k 
e o vetor deslocamento. 
Uma vez que íl e um rotacional seu divergente e nul:o. 
Portanto: 
div íl = O 
ou 
ar 3r 






= o (1.27) 
1 7 
















3Tzr Tzr l 
+ + 
ar r 
onde p e a densidade do meio elãstico. 
Substituindo as equaçoes (l. l) a (1.6) que expressam 
as deformações especificas em função dos deslocamentos u, v e 
w, nas equações constitutivas (1.15) a (1.20), expressas em fun 
ção das constantes de Lame e,em seguida,substituindo nas equa-
ções de equil"ibrio (1.28) a (1.30), apôs simplificações oriun-
das da substituição das expressões das componentes ílr, n8 e 
íl
2 




(1c+2G) ªE 2G 
r 
aíl 2 aíl 8 + 2G 
. a 2 u 
= p 
ar ae az at 2 
r a e 
P+2G) aE - 2G 1 a (ríle) 












Combinando as equaçoes (1.31}, (1.32} e (1.33) obte-
a2 c 1 ôE 1 + - - + 
ar 2 r ar r 2 
a 2 íl 1 aílr __ r+---+ 
ar 2 r ar 





1 a2ílr a2nr ílr 2 aíls 1 a2ílr 
---+------------
r2 as 2 az 2 r 2 r 2 as v2 at2 s 
a2íls íls 2 
+----+- -=-


















( l . 38) 
(1.39) 
VP e Vs sao, respectivamente, as velocidades de propagaçao da 
onda volumétrica e de cisalhamento, no meio elãstico. 
O primeiro membro da equaçao 1.34 ê a expressao do La 
placiano da deformação volumétrica E. Portanto a equaçao (1.3~ 





Os primeiros membros das equaçoes (1.35), (1.36) e 
(1.37) sao respectivamente as expressões das componentes radial, 
tangencial e axial do operador vetorial Laplaciano aplicado ao 
vetor rotação íl, de componentes ílr' n8 e íl 2 • 
Portanto o conjunto das equaçoes (1.35), (1.36) e 















a divergente nulo da derivada de segunda ordem em re-
lação ao tempo da função~ implica que esta integrada duas ve-
zes em relação ao tempo produzirã necessariamente uma função de 
divergente constantemente nulo em qualquer ponto do meio elãs-
tico. 
Portanto a condição da equaçao (1.26) e apenas um re-
quisito para a condição inicial da solução do sistema de equa-
ções diferenciais constituido das equaçoes (1.34), (1.35),(1.36) 
e (1.37) cujas funções incõgnitas são E:, ªr• íl 8 e ílz. Esta so-
lução deve, obviamente, satisfazer também as condições de con-
torno impostas pela geometria do problema. 
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Temos então as seguintes equaçoes diferenciais que re 
gemo fenômeno: 
V 2 a t 2 p 
V
2 at 2 s 
Víl = O 
(equação 1.40) 
(equação 1.41) 
( equação l. 26) 
A condição de divergência nula do vetor rotação dada 
pela equaçao (1.26) ou sua equivalente (1.27) pode ser imposta 
para o campo vetorial íl num instante t
0
• Isto ê suficiente pa-
ra que a divergência do campo íl se mantenha nula ao longo do 
- -tempo! desde que obedeça a equaçao (1.41) ou as suas equivalen-
tes (1.35), (1.36) e (1.37). 
Isto decorre da propriedade do divergente de um La-
placiano de uma função vetorial de divergente nulo. 
Para uma função f(r,e,z) qualquer: 






II. SOLUC~O GERAL DO PROBLEMA DE 
ESTADO PLANO DE DEFORMACTIES 
Considerando que os deslocamentos se desenvolvem no 
plano re, as equações (1.34}, (1.35}, (1.36) e (1.37) ficam sim 
plificadas: 
él 2 E ÔE ] él 2 E + - . - + -·-- = 
a.r 2 r élr 
nr = ne = o 
a2n z + 1 
an
2 
ar 2 r ar 
+ 
r 2 ae 2 y2 p 
l a 
2 n z -- = 
r2 a e 2 
( 2 . l ) 
1 a 
2 n z ( 2. 2) --
y2 Ô t 2 s 
n
2 
e a unica componente nao nula do vetor rotação n. 
Assim n
2 
serã doravante denotado por n. 
II.l-Onda Dilatacional (onda P) 
A equaçao de onda e: 
Ô 2 E + l dE él
2E él 2E (2.1.l} + = ---
ar 2 r él r r2 ae 2 y2 at 2 p 
Consideremos a solução do tipo: 
E = F{r) cos(ne) eiwt (2.1.2) 







d 2 F 
dr 2 
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Substituindo na equaçao (2.1.l) temos: 
iwt [ d 2 F (r) dF{r) n2 F ( r) J e + dr 2 r dr r2 
-cos(ne) 
dF + ( w
2 








) F = O 
+ r ~ + ( w2 
dr v2 p 
r 2 -n 2 )F=O 
Fazendo a substituição X = wr 
d2F dF x2 + x + {x 2 - n2) F = O 




Esta e equaçao diferencial de Bessel de ordem n 
Sua solução geral e: 
(2.1.5) 
Onde Jn(x) e Yn(x) sao respectivamente funções de Bes 




(-l)k (x/ 2 )n+2k 
k! (n+k) ! 
2 1 n -1 
{ tn(x/2) +y } Jn(x) - I 
TI TI k=O 
(2.1.6) 
(n-k-1) ! (x/2) 2k-n 
k ! 
l oo k (x/2)2k+n I (-1) { ~(kl + ~(n+kl } (2.1.7) 
TI k=O k! (n+k)! 
onde y = 0,5772156 ... e a constante de Euler* e n;lO 
~(p) 
1 . . . + ~(O) = O 
p 




{ tn(x/2) + y } J
0
(x) - I 
TI TI k=O 
(-l)k ~(k) 
( x/2) 2k 
( k ! ) 2 
(2.1.8) 
Portanto a deformação volumétrica E sera: 
E = Í e 1 J ( wr ) 
1 n V 
- p 
y = tim 
M+oo 
(l+ l+ 1 
2 3 
( wr + e 2 Y n 
vP 
cos(ne) . eiwt 




Uma vez que a deformação volumétrica E é uma combina-
çao linear de funções de Bessel de 1~ e 2~ espécies Jn( wr/Vp)e 
Yn(wr/Vp), com fatores que nao dependem de 
mos o caso em que e 1 = -w C2 O, obtendo e = 
solução. A seguir 
Vp 
faremos e 1 o C2 uma = e 












u = U( wr ) cos (ne) e1 w 
vP 




A deformação volumétrica para o primeiro caso (C2=0)e 
E = E' = e 1 Jn 
w 














1c = [ ~ + !!. - ~J cos(ne) eiwt 
dr r r 
Igualando (2.l.13) a (2.l.12): 
r ~ + U - nV = 
dr 
Fazendo a substituição wr 
wr 
= x, temos: 
1 




Impondo a condição de rotacional nulo através da equ~ 







1 a u 
r ae 
( dV + V 
dr r 
Para e 'f br ondekêinteiro 
r dV + V - nu= o 
dr 
1 
dV + v - nu 
X dx 
) -
nU ) = 0 
r 




Reunindo as equaçoes (2.1.14) e (2.1.16) obtemos o sis 
tema de equaçoes diferenciais nas incõgnitas U(x) e V(x). 
dU + u nV = -X Jn(x) X -
dx 
(2.1.14) 
dV + V nu o X - - = (2.1.16) 
dx 
A solução do sistema e 
U(x) = Jn-l (x) (2.1.17) 
(2.1.18) 
Para provar que a solução ê esta, basta substituir as 
funções U(x) e V(x) no sistema tendo em vista as seguintes por-
priedades das funções de Bessel. 
J n+ 1 ( X) . 
2n Jn(x) Jn-1 ( X) (2.1.19) = -
X 
d Jn 1 
J~(x) = = - [Jn-1 (x) - Jn+l (x) J (2.1.20} 
dx 2 
Propriedades anãlogas sao vãlidas para as funções de 
2~ espêcie (Yn). 
Considerando agora a solução independente que possui 
apenas o termo relativo a função de Bessel de 2~ espêcie, temos 
C2 -w = 
vP 
E" e 2 Yn( wr ) cos(ne) e i wt E = = 
vP 
w yn ( 




Obtemos analogamente o sistema 
dU + u nV = X Yn(x) X - - -
dx 
X 
dV + V nu = o -
dx 
Analogamente a solução do sistema e: 







A solução completa da onda volumétrica e portanto a 
combinação linear: 
E.=E:'+E." 
-u w o 
E= --
Vp 
u = u o 
i wt [ wr nVP e cos(n8). Ci{J_1(-)--J n V wr n 
+ e 2 
V = -U 
o 
+ C2 
{Y (wr) _ 
n-1 
nV P y ( wr 
n V 
e iwt 
vP wr p 
nV 
sen(ne) [C1 _PJ 
wr n 
p 
) } J 





Ou em função de x = wr/Vp 
v= -u
0 
e iwt sen(ne) . [C1 ~ J (x) + C2 ~ \(x) J 
X n X 
II.2- Onda de cisalhamento (onda S) 








v 2 at 2 s 




íl = H{r).sen(ne) eiwt (2.2.2) 
Substituindo na equaçao (2.2.1) obtemos 
sen(ne) eiwt aH(r) 
ar 
n2 J H{r) = 
r2 





aH + ( w2 
ar v2 s 
a 2 H aH r 2 + r + ( 







Fazendo a substituição y = wr 
(2.2.3) 
d2 H dH y 2 + y + (y 2 - n 2 ) H = O (2.2.4) 
dy 2 dy 
Tal como a equaçao (2. 1.4) esta e tambêm uma equaçao 
diferencial de Bessel de ordem n. 
Sua solução geral e 
(2.2.5) 





Admitamos que os deslocamentos u e v sejam: 
u = u ( wr 
vs 
) cos(ne) eiwt (2.2.7) 
V =-V ( wr ) sen(ne) eiwt (2.2.8) 
vs 
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Para o caso em que a solução considerada tenha apenas 
o termo da função de Bessel de 1~ espêcie, com coeficiente C1 
unitãrio, temos: 
(2.2.9) 
Mas substituindo (2.2.7) e (2.2.8) em (1.24) 
íl = l 
2 




=-.!. [dV + '!__ _ nU] sen(ne) eiwt 
2 dr r r 
Igualando (2.2.9) a (2.2.10) 
r dV + V - nu= 
dr 
w ( wr 
Jn 
2Vs Vs 
Fazendo a substituição wr = y 
vs 




Considerando a condição de divergência nula para a on 
da de ci za 1 hamento e usando as equações ( 1. 1) e ( 1. 2). 
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au u 
= - + + 
ar r 
1 av 
r a e 
= 
= e i wt cos ( ne) [ :~ + ~ - nrV J = O 
para ne 'I (2Ktl) '1T 
2 
1 
dU + U - nV = O 
r dr 
r 'I O 
Fazendo a substituição y = 
1 
~u + u - nV 
y dy 
wr/V . s 
(2.2.12) 
(2.2.13) 
Temos então o seguinte sistema nas funções incõg. 
U (y) e V(y) 
dV 
+ V nu -y Jn(Y) (2.2.11) y - = 
dy 
y dU + u - nV = o (2.2.13) 
dy 
A solução do sistema e, analogamente ao caso da onda 




Considerando agora a solução independente da equaçao 
(2.2.1), correspondente a função de Bessel de 2~ espécie. 
) sen(ne) eiwt (2.2.16) 
Obtemos um sistema anãlogo: 
dV 
+ V nu y n ( y) (2.2.17) y - = -y 
dy 
dU + u nV o (2.2.18) y - = 
dy 
Sua solução e, analogamente: 
u ( y) = (2.2.19) 
V{y) (2.2.20) 





Q = 0 eiwt sen(ne) 
2V
5 
e, J 0 {yJ ,e, v,1,1 J 11.1.111 
u =u
0 
eiwt cos(n8} [C1 .!!. Jn(Y) +C2 .!!. Yn(y)] (2.2.22) 
y = wr 
y y 




III. CONDIÇÕES DE CONTORNO PARA SEÇAO CIRCULAR 
II!.l-Condições Gerais 
Nesta anãlise serã considerada uma estaca cilíndrica 
vertical oscilando numa direção perpendicular ao seu eixo, em.s~ 
lo constituído de camadas homogêneas horizontais de materiais em 
geral distintos. A estaca serã considerada muito mais rígida que 
o solo, mas flexível o suficiente para apresentar um perfil de 
linha elãstica, com deslocamentos horizontais considerãveis va-
riando em função da profundidade. Esta linha elãstica possui-
ra, entretanto, inclinações suaves devido a rigidez da estaca 
ser muito maior que a do solo. Assim~a reação elãstica do solo, 
por unidade de comprimento, em qualquer profundidade, dependerã 
apenas dos deslocamentos horizontais na profundidade em questão, 
sendo desprezado o cisalhamento no plano horizontal oriundo da 
interação entre camadas. Pode-se então dizer que ê satisfeita 
a hipõtese de Winkler. 
Partiremos de uma anãlise plana do problema admitindo 
estado plano de tensões em cada camada, com base nas hipõteses 
supramencionadas. A partir de certa profundidade1 a hipõtese de 
estado plano de deformações ê verificada com razoãvel precisão. 
À medida que se aproxima da superfície do solo o efeito do con-
finamento vai· diminuindo atê desaparecer por completo na supe! 
ficie do terreno onde se tem estado plano de tensões. Isto cau 
sa uma certa variação da rigidez do solo aos deslocamentos hori 
zontais, em função da profundidade (mantida a frequência). 
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Apesar da variação do confinamento do solo ao longo de 
uma vertical, ao se aproximar do contorno circular num plano ho-
rizontal, o atrito lateral, na direção vertical passa a atuar de 
vida ã razão de Poisson, produzindo um efeito de confinamento. 
A estaca ao se deslocar horizontalmente, comprime o solo ã sua 
frente, fazendo o mesmo se expandir verticalmente prõximo a su-
perf1cie, devido ã razão de Poisson. Atrãs, o solo ê traciona 
do provocando uma contração na direção vertical nas proximid~ 
des. Desse modo, um atrito lateral vertical ê produzido Junto 
ã parede da estaca, prõximo ã superf1cie do terreno. Estas ten 
sões de cisalhamento sao as necessãrias para manter nulos os de~ 
locamentos verticais do solo junto ã parede da estaca. Como p~ 
ra o cãlculo da resultante das tensões do solo na superf1cie de 
contato, interessam apenas as deformações espec,ficas do solo 
junto a esta interface, somente a região nas vizinhanças desta 
terã influência. Consequentemente o efeito de confinamento do 
atrito lateral vertical na região circunvizinha praticamente com 
pensarã a variação do confinamento com a profundidade. 
Vamos adotar o seguinte sistema de coordenadas. O 
eixo z, vertical, coincide com o eixo do cilindro e estã ori-
entado de cima para baixo e o eixo x tem a direção e orienta 
ção dos deslocamentos positivos. A origem O do sistema de re 
ferência estã na interseção do plano horizontal da .superficie do solo 
com o eixo do cilindro. 
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A figura III. l ilustra as componentes do desl ocamente 




Seja r 0 o raio do cilindro, Uo 
a amplitude do movimento con-
siderado harmônico simples,de 
frequência, f. 
- Suponhamos que o centro da se 
ção tenha o movimento dado p~ 
la equação 
u c = u o cos w t ( 3 . 1 ) 
Figuro I[.1 - Deslocamentos no Contorno 
da Seção. onde: uc =elongação 
uo =amplitude do MHS 
w = 21Tf 
t = tempo 
Considerando que as partículas de solo aderentes ao 
contorno da seção devem ter os mesmos deslocamentos que o cen-
tro da mesma, podemos escrever parar= r,. 
r = l 
u = u, cose coswt 
ro => v =-u
0 
sene cos w t 
( 3. 2) 
(3.3) 
onde: 
u = u(r,e) 
v = v(r,e) 
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Foi visto no Capítulo I que a solução para a equa-
çao diferencial de onda.para a componente vertical >7z do vetor 
rotação íl da partícula e uma combinação linear de soluções do 
tipo: 
+ A n2 
(wt + rj, ) + n1 
cos(wt+rj, )] sen (ne) n2 
onde Vs e a velocidade da onda de cisalhamento. 
( 3 . 4) 
( 3. 5) 
A solução da equaçao de onda para a deformação volume 
trica E e uma combinação de soluções do tipo. 
+B n2 
cos(wt +1/1 ) + n1 
cos (wt +1/1 ) J cos(n8) n2 
onde VP e a velocidade da onda dilatacional. 
( 3 . 6) 
( 3. 7) 
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As constantes An i, An2' B n1 e 8n2' os ângulos de fa-
se rj, rj, l/J n 1 e l/J n 2 ' e n 1 n2 a constante inteira n que define a va 
ri ação de s e íl com a direção e , de emissão, tem os seus valo-
res determinados a partir da forma geométrica do contorno rigi-
do, em movimento oscilatõrio, engastado no meio elãstito. O mo 
vimento aqui ê considerado harmônico simples de translação na 
direção do eixo X. Os ângulos de fase rj, n 1 e rj, n 2' da onda de ci 
zalhamento e l/Jn1 e 1/Jn2 da onda dilatacional bem como, as rela-
çoes entre os coeficientes A n 1 e A n2 e entre B n 1 e B n2 sao de-
terminadas em função das condições de irradiação e reflexão ao 
nivel do contorno. Estas condições se referem a composição po~ 
centual da onda de irradiação, com a onda estacionãria de refle 
xao, no caso mais geral. 
No caso de movimento harmônico simples, apos decorri-
do tempo suficientemente longo, haverã apenas irradiação pura, 
uma vez que as ondas reverberadas de reflexão jã terão sido dis 
sipadas, eliminando assim o efeito transiente de choque elãsti 
co. Neste regime estacionãrio, o trabalho realizado sobre a es 
taca, por uma mãquina ou qualquer agente externo serã todo dis-
sipado no solo através da irradiação. 
A variação direcional da potência irradiada, para um 
contorno qualquer, serã expressa através de uma combinação li-
near de infinitos termos do tipo íl para compor a rotação íl de n . 
uma particula no caso da onda de cisalhamento. No caso de uma 
onda dilatacional esta variação direcional serã expressa atra-
vés de combinação linear de infinitos termos do tipo sn, compo~ 
do a deformação volumétricas. Como cada termo possui um fator 
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independente de e multiplicado por um fator ''sen (nB}'' para íln 
e "cos(nB)" para En' as séries que representam a variação de íl 
e E com e sao séries de Fourier. A constante inteir~ ~ no ca 
so de uma seçao qualquer pode variar de um a infinito. No caso 
de seção circular a série possui apenas o primeiro termo onde n 
é igual ã unidade, conforme veremos a seguir. 
Calculemos os deslocamentos associados a rotação íln 
produzida pela onda de cisalhamento, correspondente a solução 
independente de ordem n. 
Empregando a equaçao ( 1. 24), que fornece a 
íl
2 







av + v 
ar r 
1 a u l 
r ae 
=lwuo [A J(wr)cos(wt+~ )+ 
2 V n1 n V n1 s s 
rotação 
( 3. 8) 
( 3. 9) 
+ A Yn wr ) cos (wt + t ) J n2 v n2 sen(nB} 
s 
A deformação volumétrica na onda de cisalhamento e nu 
l a 
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onde Er e Ee sao dados pelas equaçoes (1.1) e (1.2) 
donde 








Impondo a condição de deformação volumêtrica nula, ob 
tem-se a segunda equação: 
'iJU U 1 ílV + + = o (3.12) 
'ilr r r 'iJ8 
Os deslocamentos u e v sao calculados resolvendo - se 
o sistema constitu1do das equações (3.9) e (3.12) 
av V 1 au 2 íl n (r,e,t) + - = 
'ilr r r 'iJ8 
au u + l 'iJV o + - = 
ar r r ae 
Resolvendo-se o sistema obtem-se para os deslocamen-
tos: 
wr onde a= 
+ A n2 
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cos(wt+<P ) + 
n1 
cos (wt + ~ ) ] n2 
(3.13) 
(3.14) 
Calculemos agora os deslocamentos associados à defor-
maçao volumétrica En' produzida pela onda dilatacional, corres-
pondente a solução independente de ordem n. 
Empregando a equaçao (3 .11), que fornece a deformação 
E em função dos deslocamentos, 
onde 
au u + + 
ar r 
+ B n2 
l av 
r ae 
= En (r,8,t) 
. cos(wt +cp )] • cos (n8) n2 
(3.15) 
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Impondo a condição de movimento irrotacional, para a 
onda dilatacional, obtemos a equaçao: 
av + v 
ar r 
1 a u 
r ae 
= o (3.16) 
Os deslocamentos u e v da onda dilatacional sao calcu 
lados resolvendo-se o sistema constituido das equações (3.15) e 
(3.16). 
au + u + l av = 
En {r,e,t) 
ar r r ae 
a v v l au + = o 
ar r r ae 
Resolvendo-se este sistema, obtem-se para deslocamento 
u=un=uo cos(ne) [s {J 1{b)-.!1.J {b)} cos(wt+ijin 1 ) n 1 n- b n + 
+ B n2 Y0 (b)} cos(wt •>,,1 J {3.17) 
v=v=-uosen(ne}[B .!1.J(b} n n1 b n 
onde wr b = 
cos ( wt + ljJ ) + B _!l_ Y ( b) 
n1 n2 b n cos (wt + ljJ ) J n2 
(3.18) 
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Compondo-se os deslocamentos da onda de ciSalhamento 
com os da onda dilatacional, obtém-se os deslocamentos resultan 
tes u e v 
- = l: (3.19) u = u + u = un 
n 
= I ( 3 . 20) V = V + V = vn 
n 
= (3.21) onde: un = un + un 
No contorno cilindrice devem ser satisfeitas as con-
dições: 
u(ro,e,t) = Uo cose coswt (3.23) 
v(ro,e,t) =-uo sene coswt (3.24) 
Fazendo-se n igual ã unidade as equaçoes (3.13) e 
(3.14), que dão os deslocamentos devidos ã onda de cizalhamento 
(onda S), se tornam as seguintes: 
u = uo cose [A1 ~ Ji(a) cos(wt +<j,i) + A2 ~ Y1(a) cos(wt +<P,) J (3.25) 
v = -uo sene [ A1 {Jo(a) _ _!_ J1(a)} cos(wt +<P 1) + 
a 
+ A2 {Y0 (a) -~ Yi(a)} . cos(wt +<j,2) J ( 3. 26) 
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onde a = wr 
E os deslocamentos devidos a onda dilatacional ficam 
u = uo cose [B1 
onde wr b = 
1 {Jo(b) -- J1(b)} cos(wt +ij,i) + 
b 
+B2 {Y (b) _.!_ Y1(b)}.cos(wt +1)12) -J 
o b 
. 1 cos(wt +iJ,1) +B2 - Y1(b) 
b 
Fazendo-ser= ro 
a = a o 
b = b 0 
(3.27) 
( 3. 28) 
onde ao e bo sao as frequências adimensionais das ondas de ci-
zalhamento (S) e da onda dilatacional (P), respectivamente 
wr 0 
a o = ( 3. 29) 
wr 0 
bo = (3.30) 
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Observando-se as expressoes (3.25), (3.26), (3.27) e 
(3.28), nota-se que a componente radial dos deslocamentos e pr~ 
porcional ã ''cose'' e a componente tangencial e proporcional a 
"-senB''. Portanto a medida que e varia as componentes radial e 
tangencial dos deslocamentos se mantem proporcionais ãs :cnmpo-
nentes u e v dadas pelas condições de contorno (3.23) e (3.24). 
Resta determinar os ângulos de fase ~1, ~2, ~1 e ~2 e as cons-
tantes A1, A2, B, e 82 tais que satisfaçam rigorosamente as 
equações (3.23) e (3.24) no contorno (r=ro). 
Conclui-se que no caso de seçao circular as series de 
Fourier que dão os deslocamentos em função de e, possuem apenas 
o primeiro termo em que n e igual a um 
U = U 1 
V= V1 
IIL.2-Anãl i se da Emissão de Energia para Determinação das 
Condições Iniciais e Condições de Contorno no Infinito 
III.2.1 - Consideraçoes Gerais 
Analisemos a composição da energia de uma 
movimento harmõnico simples {MHS). A energia desta 
parti cul a em 
particula 
compoe-se de duas parcelas, uma ci neti ca e outra potencial elãs-
ti ca. A soma das duas e constante e igual a energia da partic~ 
1 a. 
No instante em que a energia potencial e minima, a 
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energia ci nêti ca e mãxima. Este mini mo de energia potencial oco_i:: 
re quando a particula estã passando pela sua posição de equilf 
brio estãtico, no estado de tensões relaxado, portanto com ener 
gia potencial elãstica igual a zero. Analogamente existe um 
instante em que sua energia potencial elãstica ê mãxima, quando 
sua energia cinêtica ê minima e igual a zero. Portanto pode-se 
calcular a energia total da particula calculando-se sua energia 
potencial elãstica no instante em que seu deslocamento ê mãximo, 
ou calculando-se sua energia cinêtica no instante em que seu des 
locamento relativo ã posição de equilibrio ê nulo. 
A particul a considerada sera um elemento d'e volume jV, 
do meio elãstico, possuindo massa dm. Sua energia cinêtica po-
de ser calculada considerando-se que o movimento harmônico sim-
ples ê uma projeção de um movimento circular uniforme. Assim a 
energia cinêtica no instante em que ê mãxima, ê igual a energia 
cinêtica que teve a particula no movimento circular uniforme do 
qual seu movimento ê projeção. Portanto a energia cinêtica Ec 
de um volume elementar dV, no instante em que ê mãxima, ê: 
Ec = 1 v2 dm = 1 w2 u} dm = 1 p u~ w2 dV 
2 2 2 
(3.31) 
onde dm ê a massa do elemento de volume dV, ~ ê a velocidade ma 
xima do MHS, p a densidade do meio elãstico, ua e o deslocamen~ 
to mãximo da particula e w ê a frequência angular do MHS. 
No instante em que a energia cinêtica ê anulada, a 
energia potencial elãstica ê mãxima. Portanto a energia poten-
cial mãxima da particula ê: 
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p u~ w2 dV (3.32) 
Considerando que: 
a) as deformações sao proporcionais aos deslocamentos 
b) a energia potencial e cinêtica variam com a mesma amplitu-
de dada pelas equações (3.31) e (3.32), proporcional ao qu~ 
drado do deslocamento mãximo uo. 
c) as deformações espec1ficas lineares e angulares sao propo~ 
cionais aos deslocamentos. 
pode-se concluir que a energia de um elemento de volume do meio 
elãstico, que ê igual ao valor mãximo, tanto da energia poten-
cial como da energia cinêtica, ê proporcional ao quadrado das 
deformações espec1ficas e deslocamentos. 
Isto pode ser notado pela fÕrmula da Teoria da Elas-
ticidade, que dã expressão da energia potencial elãstica W, por 
unidade de volume: 
w ; (3.33) 
onde: 
À ; vE G ; E 
(l+v)(l-2v) 2(l+v) 
dados 
pelas equações (1.1) a (1.6) do cap1tulo I. Relembrando estas 
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fÕrmu1as: 
au (3.34) E = r ar 
u + 1 av (3.35) ES = -
r r as 
aw ( 3. 36) Ez = 
az 
au + av V (3.37) srs = -
r as ar r 
au + aw ( 3. 38) Ezr = 
az ar 
av l aw (3.39) Esz = + 
az r as 
Calculando-se os va1ores de Era partir das re1ações 
constitutivas e substituindo-se na equaçao (3.33) obtem-se a 
equaçao que fornece a energia potencia1 elãstica por unidade de 
volume, em função das tensões: 
W = 3(l-2v) 
2E 
cr +crs+cr r z 
3 
2 




( r s ) +- ( 
2 





a - cr z r 
2 
+-1 (T2S+ T2 +T2) 
ZG r Sz zr 
(3.40) 
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Considerando o estado plano de deformações 
= o 
'ez = Tzr = o 
A expressao da energia potencial W por unidade devo-
lume, em função das deformações específicas fica 
w = E(l-v) 
[ 
1 2 l -2v 
- (E:r+E:e) +( -- )( 
1-v 1-v 
) €2 ] re 4(1 +v) ( l-2v) 
(3.41) 
Considerando as expressoes das velocidades da onda di 
1 atacional e de cisal hamento dadas pelas equações ( 1. 38) e (1.39). 
Vp=~= 
= 
V __ E_,_( l_-_v.,_) _ p(l +v) (l-2v) 
V E 2(l+v)p 
(3.42) 
(3.43) 
e chamando de a a relação entre as velocidades da onda S e da 





2 ( l -v) 
l-2a 2 




( 3. 46) 
Substituindo a equaçao (3.46) em (3.41) obtem-se a 
expressao da energia potencial por unidade de volume em função 
da velocidade da onda P 
w = 
(3.47) 
Substituindo os valores de ºz em função de ºr e 0 8 e 
Tez e Tzr'(iguais a zero),na equaçao (3.40), obtemos a expres-
sao da energia potencial 
W = (l+v) (l-2v) 
E(l-v) 2 
2 
) + 1-v 
l-2v 
2 
o - o . 
r e ) + 
2 
--T 1-v 2 ] 
l - 2v r 8 
(3.48) 
Substituindo a relação (3.46) em (3.48), obtem-se a 
expressao de W em função de VP. 
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2 
w = 1 
2 
III .2.2-Cãlculo da Emissão de Energia 
1 +-( Cl 2 2 + Cl1, T: 8 ] 
(3.49) 
Para calcularmos a potência irradiada e sua distribui 
çao direcional, devemos primeiramente calcular a energia por unj_ 
dade de volume ao longo da direção radial, integrã-la variando 
a distância radial L de um comprimento de onda e dividi-la pelo 
per1odo J da onda, obtendo-se assim a potência irradiada por·unj_ 
dade de superf1cie da frente de onda. Considerando um setor de, 
calculamos a potência irradiada por este. Esta serão valor ob-
tido por unidade de superf1cie,da maneira descrita, multiplica-
do pela ãrea transversal do setor de, que intercepta a onda. A 
ãrea considerada dS ê 
dS = r de dz ( 3. 50) 
Considerando a emissão de energia pelo setor de numa 
camada de espessura uni tãri a (fig.III.2), a ãrea ctS se reduz a: 


























' ' .... 












Figural[.2- Irradiação Direcional Através de um Setor 
Elementar "de". 
Nesta anâlise da potência irradiada sera considerado 
apenas o campo distante da fonte, para determinação das condi-
ções de contorno no infinito. Serão feitas simplificações nas 
equações com base na consideração de que a distância radial r, 
na região considerada em estudo ê muito maior que o raio do ci-
lindro ro. 
Considerando esta hipõtese as equaçoes que dão as de-
formações especificas, (3.34), (3.35) e (3.37) ficam 
au (3.52) Er = 
ar 
e e = o (3.53) 








íl z = 
2 ar 
Recapitulando a expressao (1.24) do capitulo 1 
av v - + 
ar r 
1 a u 
r ae 
(3.55). 
( 3. 56) 
Considerando onda de cisalhamento puro, para um ponto 
distante tem-se 




E= Er + Ü = Ü 
Donde: 
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E = Q r 
A expressao (3.47) para a onda de cisalhamento fica: 
w = l P v2 
2 s 
(3.57} 
Considerando agora onda dilatacional para 
= o 
Portanto 
Substituindo Er = E, E6 = Ere = O na equaçao (3.47) 
obtem-se: 
w = 1 P v2 €2 p 
2 
(3.58) 
Calculemos agora a potência irradiada pelo setor ele-
mentar de. Serã calculado o fluxo de energia atravês da seçao 
dS da fig. III.2. 
O fluxo de energia pela seçao dS, pode ser visualiza-
do como a passagem, pela seção de controle, de pacotes de ener-
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gia, de forma prismãtica de seçao dS e comprimento igual ao com 
primento de onda, encadeados numa sequência que constitue o trem 
de ondas. Esse trem de ondas, ê na realidade um feixe continuo 
que se desloca com a velocidade de propagação da onda. Desse 
modo, conhecendo-se a densidade volumêtrica mêdia da energia no 
feixe, basta multiplicar esta pelo volume de um segmento do fei 
xe correspondente a um comprimento de onda e dividir em segui-
da o resultado pelo periodo T. 
Para evitar ter que calcular o volume do feixe, consi 
derando a variação de sua seção transversal ao longo da direção 
de propagação da onda e ainda evitar a integração de funções de 
Bessel, estimaremos esta densidade mêdia, calculando-se a mêdia 
ao longo do tempo. A mêdia volumêtrica da densidade de energia 
W num segmento do feixe, de tamanho igual a um comprimento de 
onda, deve ser igual a mêdia temporal de W, calculada num peri~ 
do T. 
Dai resulta a expressao para a potência elementar dP, 
irradiada por uma onda do tipo S (cisalhamento), atravês de uma 
seçao dS, definida pelo diedro de, por unidade de comprimentoda 
fonte emissora linear, que e o eixo do cilindro. 
dt) Vs dS={ 
T 
onde W e a mêdi a temporal de W 







2 dt) vs dS re 
( 3 . 60) 
ou em função de y
0
• 
dP = 1 
4 
p V 3 y 2 rd e s o 
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Considerando a relação (3.56) 
y 
Resulta: 
y = 2 íl 
(3.66) 
(3.67) 
Chamando de íl o valor eficaz de íl definido pela expre~ 
sao abaixo: 







Considerando a relação (3.67) conclui-se que: 
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y = 2 TI" (3.71) 
(3.72) 
Substituindo (3.71) e (3.72) nas equaçoes (3.65) e 
(3.66), resultam as expressões da potência irradiada em função 
da rotação íl 
dP = 2 p V3 n2 r de s 
dP = p V3 n2 r de s o 
(3.73) 
(3.74) 
Para uma onda de tipo P (dilatacional) a potência ir-
radiada por um setor elementar dP 
onde 









dt) VP dS 
o 
/
·t + T 
l o l 
p V 2 E 2 dt = 









l /tto +WT dP = ( 
o 
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p V P E 2 rde 
2 
A potência da onda dilatacional emitida pelo setor de 
resulta: 




p v 3 E 2 r de p o 
(3.77) 
(3.78) 
lll.2.3-Condições de Irradiação no Infinito para Determinação 
das Fases Iniciais~,, ~2, ~1 e ~2 
III .2.3. l - Fórmulas Gerais Assintõticas para o Campo Distante. 
Consideremos o setor de, da figura III.2. Vamos cons i 
derar uma seção normal dS1 ã distância r, ao centro do cilindro 
e outra seção normal dS ã distância r, sendo que r e r1 sao mui 
to maiores do que o raio do cilindro r,. Vamos calcular a po-
tência irradiada por este setor de, atravessando as seções dS e 
dS a fim de fazer comparações entre os valores eficazes de íl 
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e s nestas duas seçoes para inferirmos uma lei de variação da-
quelas grandezas com a coordenada r. 
I /FONTE EMISSORA LINEAR 
~ (EIXO 00 CILINDRO) 
/H= 1 
dS = rd 9 
Figura][.3 - Área Elementar "dS" Atravessada por um Feixe 
Emissor de Energia. 
O fluxo de energia que atravessa a seçao dS ê igual ao 
fluxo que atravessa a seção dS1. Este fluxo ê igual a 
eia irradiada pelo setor angular de. 
dP1 = dP 
Aplicando (3.79) para a onda de cizalhamento 
dP1 =p v: íl~(r1,e) ride= p v: íl~(r,e) r de= dP 
íl~(r,e) r1 = íl~(r,e) r 






( 3. 79) 
(3.80) 
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A expressao de íl dada pela equaçao (3.5), para o caso 
de seçao circular, possui apenas o termo de ordem Um. Este ter 
mo de acordo com a equação (3.4) e 
íl = _!_ 
2 
onde 
w r ) cos ( wt + cj,1 ) + A 2 Y 1 
vs 
A2 = A12 
( wr ) cos(wt +</l2) ] sen e 
vs 
(3.81) 
As constantes A1, A2, cj,1 e </l2 sao as mesmas que apa-
recem nas equaçoes (3.25) e (3.26), que dão os deslocamentos u 
e v para a onda de cizalhamento. 
Observando a equaçao (3.81) nota-se que mantido r e t 
constantes, íl ê proporcional a sene. Então podemos escrever 
Donde: 
íl (r1 , e) sen e 
= = sen e 
íl(ri, ~) sen ~ 
= íl (r1 ,II) sene 
T 





b = wr/Vp 
Considerando que: 
s = Re iwt J . e 
wu o 






cose [ J1{b) (coswt - senwt) + Y1{b) (coswt + senwt) J 
E = ,os e [ 1/? J ,(b J cos (st, ~) • 
• tfiv, (b) cos(wt -~)] 
(3.153) 
Lembrando que a expressao de s, de acordo com a fÕrmu 
la (3.35), e uma função dos parâmetros B,, B2, ~, e ~2, podemos 
determinâ-los comparando as expressoes {3.153) e (3.35). 




Aplicando a equaçao (3.79) para a onda dilatacional 




A expressao de E dada pela equaçao (3.7), para o caso 
de seçao circular, possui apenas o termo de ordem um. Este ter 





( 3. 85) 
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As constantes 81, 82, ~1 e ~2 sao as mesmas constan-
tes que aparecem nas equações (3.27) e (3.28) que dão os deslo-
camentos u e v da onda dilatacional. 
Observando a equaçao (3.85) nota-se que mantido r e 
t constantes, E ê proporcional a cose. Então podemos escrever 
E (r1,e) cose 
= = co s e 
E (r1 ,0) CDS 0 
donde 
E (r1,e) = E (r1,D) cose (3.86) 










Consideremos agora as expressoes de íl e E, em função 
r, e e t para grandes valores der, para uma onda progressiva. 
Vamos determinar a forma geral das expressões para a onda Se a 
onda P, para pontos distantes da fonte emissora, considerando o 
fenômeno de irradiação pura. Na irradiação pura temos apenas º.!! 
das progressivas. Não hã ondas estacionãrias que sao tipicas 
de reflexão. 
A expressao de uma onda progressiva unidimensional{c~ 
so de uma barra, corda vibrante com uma extremidade livre, etc.) 




e a velocidade da onda. 
No caso da onda unidimensional a amplitude íl
0 
do movi 
menta permanece constante ao longo da distância x da fonte emis 
sara. Jã no caso da onda bidimensional, devido ao espraiamento 
do feixe emissor, sua seção cresce proporcionalmente a distân-
cia radial r, consequentemente a intensidade da onda, que e a 
potência por unidade de ãrea da seção do feixe, diminuirã pro-
porcionalmente ao inverso da distância. A intensidade sendo prQ 
porcional ao quadrado das deformações especificas implica que 
estas devem ser inversamente proporcionais a raiz quadrada da 
distância. to que se pode constatar observando as equaçoes 








Então a equaçao (3.88), substituindo x por r, assume a 
forma 
( 3. 89) 
A equaçao (3.83) tambêm pode ser escrita em função da 
distância radial adimensional(a) 
onde wr a = 
e sene (3.90) 
v-;-;1 
(3.91) 
Substituindo o valor der em função de a, obtido de 
(3.91) na equação 3.89 obtemos 
íl = íl
0 
(r,e) cos (wt - a +q,) (3.92) 
Substituindo o valor de íl
0 
(r,e) da equaçao (3.90) em 
(3.92) resulta: 
íl = r sene --- cos (w t - a + q,) (3.93) 
Para a onda dilatacional podemos escrever uma equaçao 
análoga a (3.89). 
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(3.94) 
Escrevendo a equaçao (3.87) em função da distância adi 
mensi onal b 




Substituindo (3.96) na equaçao (3.94), resulta: 
E: = E: {r,e) cos (wt - b +<j,) 
o 
Substituindo o valor de E:
0 
(r,e) da equaçao 
na equação (3.97) resulta: 
e.cose cos (wt-b+<j,) 
~ 






Demonstra-se que para grandes valores do argumento x, 
as funções de Bessel tendem para as seguintes f6rmulas assint6-
t i cas. 
Fazendo n = l 
J i( X) -~cos 
y i( x) - ~sen (x 













(cos x - sen x) 
(cos x +sen x) 
(cosx-senx) 





Tomemos a equaçao (3.93). Vamos expandir o fator em 
coseno que contém uma função do tempo e agrupar convenientemen-




íl = r.sen e 
\(;ã1 
. cos{wt-a+cj,) = 
= sen e [ r cos q, cos(wt - a) - r 
v;ai 
s en cj, 
~ 
s en ( wt-a )] 
cos(wt-a) 
~ 
_ c2 sen{wt-a)] 
~ 
(3.103) 
e 1 = e cos cj, 
C2 = C sen q, 
Expandindo os senos e cosenos de (3.103) 
íl = sen e [ C1 cos a coswt +sena senwt 
\/iia1 
+ c2 sen a . coswt - cos a . senwt] 
0ã1 
íl=sen e [(C1 c~+C2 ~) coswt+{C1 t~ -C2 ~~) senwt] 
na na vna V na 
C1 = C cos q, 
C2 = r sen cj, 
(3.104) 
Tomando-se a equaçao (3.98), que fornece a expressao 
de E, e procedendo de maneira anãloga obteremos para a onda di-
latacional a seguinte equaçao: 
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s = -cos e [ (e, cos b + e, sen b ) coswt + (C, sen b - e. cos b) senw~ 
~ \fnb1 0rti1 ~ 
(3.105) 
= 
onde: e, = e cos 1jJ 
= 
C• = e sen 1jJ 
Vamos agora reescrever as equaçoes (3.104) e (3.105) 
em termos de funções de Bessel, utilizando as equações (3.101) 
e (3.102). 
Das equaçoes (3.101) e (3.102) podemos deduzir a ex-
pressao do seno e do coseno em termos de funções de Bessel, pa-
ra grandes valores do argumento. 





Ji(x) + Yi(x) J 
Subtraindo (3.102) de (3.101) resulta: 
sen x - 1 




Empregando as propriedades das funções de Bessel da-
das pelas relações (3.106) e (3.107) nas equaçoes (3.104) e 
(3.105), resultam as seguintes: 
íl = - e 1 se n e [ ~ { J i( a) + Y 1 (a) } cosw t - ~ { J 1 (a) - Y i( a)} s enwt J 
+C2 sene [ ~ {Ji(a)-Yi(a)}.coswt.+ ~ {Ji(a) +Y,(a)}.senwt J 
E = e 3 cos e 
- C4 cos e 
(3.108) 
[f (J,(b) ,V,(b)l.coswt-f {J,(b) -Y,(b)}.se~t J 
[ f {J,(b) -Y,(b)l.coswt,f (J,(b) ,V,(b)).se~t J 
(3.109) 
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III. 3 - Abordagem com Numeras Complexos 
III . 3. l - Conceitos Gerais 
Em Eletricidade ê costume representar as grandezas de 
variação senoidal ao longo do tempo por numeras complexos. De~ 
se modo tensões e correntes são representados por numeras com-
plexos, lmpedãncias que são relações entre tensões complexas e 
correntes complexas são tambêm grandezas complexas. Os numeras 
complexos são de grande utilidade para representar grandezas que 
são funções harmônicas do tempo, particularmente quando são do 
tipo mais simples, em que contêm apenas um unico harmônico. Da 
da a frequência, a amplitude da oscilação da grandeza e o ang~ 
lo de fase, a função do tempo fica perfeitamente determinada.As 
fÕrmulas matemãticas que equacionam o problema ficam muito mais 
concisas. 
No caso do problema da Teoria da Elasticidade as gra~ 
dezas íl {r,e,t), E: {r,e,t), u (r,e,t), v {r,e,t) tambêm podem 
ser representadas por numeras complexos. A força por unidade de 
comprimento que age sobre a estaca e o deslocamento são as gra~ 
dezas, que aqui desempenham o mesmo papel que a tensão e a cor-
rente na Eletricidade. O conceito de impedãncia, analogamente, 
ê aqui tambêm empregado. Aqui a im.pedãncia ê o quociente da fo_!:. 
ça resistente do solo, pelo deslocamento sofrido pela estaca. 
Denotando por Re [ íl* J a parte real do numero com-
plexo íl* e J'ni [ íl* J sua parte imaginãria, pode-se escrever 
íl* em função de coeficientes A e B, reais. 
onde: 
íl* =A+ B. 
1 
A = R e [ íl* ] 





Dada uma função senoidal íl(t), qualquer, podemos en-
contrar uma função íl*(t) tal que sua parte real coincida com a 
função original. Poderia, tambêm, ser usada a parte imaginãria 
para representar a função. 
A função íl(t) pode ser genericamente expressa pela re 
lação abaixo. 
íl = C cos(wt + +) 
íl = A cos wt - B sen wt 
onde: 
A= C CDS <j, 
B=Csen<J, 
Portanto: 
[l = Re [C ei(wt+q,) J = Re [C ei<J, e iwt J 
= Re [ C(cos cp+ i sen<P) eiwt] = 







íl(t) = Re [ C* eiwt] (3,117) 
onde: 
C* = A + Bi (3.118) 
Definiremos a função complexa íl*(t}, como a função que 
satisfaz a relação abaixo: 
íl(t) = Re [ íl* (t)] (3.119) 
Campa ra ndo ( 3 . 11 9 ) com ( 3 . 11 7) 
íl*(t) = C* e iwt (3.120) 
No fenômeno ondulatõrio as grandezas f1sicas, desloci 
mentas, deformações espec,ficas, rotação e tensões, variam se-
noidalmente com a mesma frequência e cada uma com a sua respec-
tiva fase. Esta fase estã impl1cita no argumento~ de C*. Por 
tant~ para se representar a variação no tempo de uma grandeza 
genérica íl(t), podemos perfeitamente expressã-la através da cons-
tante complexa C*, omitindo o fator eiwt da equação (3.120),uma 
vez que a frequência w é suposta conhecida. 
Desse modo, ao invés da função íl*(t}, nos referiremos 
a constante íl*, para definir a variação no tempo da grandeza 
íl(t) num determinado ponto de coordenadas r e e, onde íl* é igual 
a C*. 
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íl* = C* (3.121) 
Observe-se que a constante complexa íl* ê constante ap~ 
nas em relação ao tempo, podendo variar em função de outros pa-
râmetros. As deformações especificas, rotações e tensões de fa 
to variam com a posição do ponto, definida pelas coordenadas p~ 
lares r e e. 
Assim para rotação íl: 
íl = íl (r,8,t) 
íl* = íl*{r,e) 
Vamos agora reescrever a equaçao (3.108), agrupando 
os termos em C1 e em C2, colocando na forma da equação (3.114) 
as parcelas em C1 e C2. 
íl = - C1 sen e [ A1 coswt - B 1 senwt J 
+ C2 sen e [A2 coswt - B2 senwt J (3.122) 
onde: A1 {Ji(a) +Yi(a)} B 1 l {Ji(a) -Yi(a)} = --
2 2 
A2 = {Ji(a) -Yi(a)} B2 l {Ji(a) +Yi{a)} = -
2 2 
Considerando que: 
A 1 coswt B1 senwt = Re [{A 1 + i B1) eiwt] 
A2 coswt - B2 senwt = Re [ (A 2 + i B,) e iwt J 
77 
a expressao de íl* fica 
íl* = -sen 8 [C,(A, + i B1) - Cz(A2 + i B2)] (3.123) 
onde: 
(A 1 +iB,) 
l 
~J,(a) +Y,(a)} +i{J,(a) -Y,(a)} J --
2 
( 3. l 24) 
(A2+iB2) l ~J,(a) - Y,(a)} - i{J,(a) +Y,(a)} J --
2 
(3.125) 
Reescrevendo (3. 123) 
íl* = - sen 8 (C, +iC2) (A, +iB,) = 
= - sen e (C 1 +iC 2) .l [J,(a) +Y,(a) +i{J,(a) -Y,(a)}] . . 2 




C* = e, + i C2 
a = wr 
vs 
Portanto: 
íl* (r,8) =- l C* sen 8 
2 
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wr + y l (-) 
vs 
+ i wr wr J {J1(-) - Y1(-)} 
vs vs 
(3.127) 
Para valores de r tendendo a i nfi ni to, a função íl*(r,8) 
tende assintoticamente para 




= sen 8 Re [ C*{cos(wt-a) +i sen (wt-a)} J = 
A@ 
= se n e . ~ [ e 1 e os ( w t- a ) - e 2 se n ( w t- a)] 
(3.129) 
onde: íl1 = íl
0 








121 = Re 
12
0 
sen 8 (cosa -.isen a) 
~ 
ll2 sen 8 (sena +icos a) 122 = Re -º---------~ 
donde: 
* 12 l = 
* 122 = 
12
0 
sen e (cosa -isen a) 
Vrra' 




Comparando (3.132) e (3.133) pode-se observar que 
* Ih = * i 12 l 
* Portanto a solução 122 {r,8) e uma combinação 
* de 121 {r,e). 
(3.134) 
l i ne ar 
Consequentemente qualquer onda progressiva, indeperi-
* dente de sua fase pode ser representada pela função 121 (r,e), 
* multiplicada por uma constante complexa. A função 122 {r,8), 
* em particular, ê a função 121 {r,e) multiplicada pela constante 
(-i). A fase inicial da onda de irradiação fica por conta da 
constante complexa C*. Esta contêm o ângulo de fase ~. embuti-
do no seu argumento. 
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C*. = C(cos <j, + isen <j,) (3.135) 
Utilizando as relações (3.106) e (3.107) nas equa-
* * çoes (3.132) e (3.133), as funções íl1 (r,e) e íl2 (r,8) ficarão 
expressas em termos de funções de Bessel, satisfazendo as con-
dições assintóticas para r tendendo a infinito, para o caso de 
* * irradiação pura. íl2 estã atrasada de n/2 em relação a íl1. 
* íl1 ; íl 
o 
* -íl2 = - íl o 
onde 
Portanto, resultam: 
sen e (cosa -isen a) 
ra 
sen 8 (sena +icos a) 
lfaã' 
wr a = 
- - .l íl. sen 8 [{Ji(a) +Yi(a)} + 
2 o 
+ i {Ji(a) -Y1(a)} J 
= - íl sen e {J1(a) -Yi(a)} ---1 [ 
2 o 
- i {Ji(a) +Yi(a)} J 
* * Portanto as expressoes de íl1 e íl2 resultantes sao 
(3.136) 
íl; --~ íl0 sen e [ {Ji(a) -Yi(a)} - i{Ji(a) +Y1(a)~ (3.137) 
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Notar que os segundos membros de (3.136)e (3.137) 
constituem respectivamente as expressões complexas de íl, corres 
pendentes ã equação (3.108) no caso particular em que C, ê igual 
* a íl
0 
e C2 igual a zero, para íl1, e no caso em que e, ê zero e 
* C2 ê igual a-íl
0
, relativo a expressão de íl2. 
Desse modo: 
íl 1 = Re [ íl7. eiwt] (3.138) 
(3.139) 
Fazendo C, = íl
0 
e C2 = O na equaçao (3.108) 
íl = íl1 = : íl
0 
sene [{J,(a) +Y,(a)} coswt-{J,(a)-Y,(a)} senwt] 
Fazendo C 1 = O e C2 =-íl na equaçao (3.108) o 
(3.140) 
íl = íl2 =-~ íl
0 
sen e [ {J,(a) -Y,(a)} coswt + {J,(a) +Y,(a)} senwt J 
(3.141) 
Portanto as equaçoes (3.136) e (3.137) constituem so-
luções exatas da equação de onda para o caso de onda de ci~alha 
mente, que satisfazem as condições de irradiação no infinito.E~ 
tas equações são a forma complexa das equações (3.140) e (3.141 ). 
82 
Observar nas equaçoes (3.136) e (3.137) que: 
* * íl2 = - i íl1 
verificando a equaçao (3.134). 
* * íl2 (r,e) e combinação linear de íl1{r,8). Portanto va-
mos considerar como solução para irradiação de ondas de cisalha 




* íl* = C* íl1 
C* íl o sen e [ {J 1 (a) + Y t( a)} + i{J t( a) - Y t( a)} J 
onde C* e uma constante complexa. 
Considerando C* = - 2, resulta: 
íl* =íl
0 
sen e [{Jt(a) +Y1(a)} +i{Jt(a) -Y1(a)}] 
onde a = wr 
{3.142) 
(3.143) 
De modo anãlogo, a expressao da deformação volumetri 
ca E, para o caso de irradiação de ondas dilatacionais resulta: 
83 
s* = - s
0 
cose [{ Ji(b) +Yi(b)} +i{Ji(b) -Yi(b)} J 
III.3.2-Deslocamentos Produzidos pela Onda de Cisalhamento 
íl* = l 
2 







na equaçao (3.143) resulta 
wu o sen e [ {J1(a) + Y1(a)} + i{J1(a) - Y1(a)}] 
onde a= wr/Vs 
cinde: 











[ {J 1 (a) + Y i( a)} coswt - {J i( a) - Y ,(a)} senwt ] 





íl = ~ w:so sen e [vz Ji(a} cos(wt +~) + V7vi(a} cos(wt -fl] 
(3.146) 
Lembrando que a expressao de íl, de acordo com a fÕr-
mula (3.81), ê uma função dos p-arãmetros Ai, A2, <Pi e <P2, pod~ 
mos determinã-los comparando as expressões, (3.146) e (3.81}. 
A fÕrmula (3.81) pode serre.escrita, em função de a. 
íl = - - sen e Ai Ji(a} cos(wt +<Pi} +A2 Yi(a) l wuo [ cos(wt +<P 2)] 
(3.147) 
2 vs 
Comparando (3.146) e (3.147), conclui-se que: 
A2 = V°21 
<Pi= rr/4 cjl 2 =- TT / 4 
Substituindo os valores de A1, A2, <Pi e cjl2 na fÕrmula 
(3.25), obtem-se os deslocamentos radiais u, para a onda de ci-
sal hamento. 
u = u = u
0 




01 _!_ Y i( a ) cos ( wt - !!:. ) J 
a 4 
u = u o 
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cos e [ ; {J 1 (a) + Y i( a)} coswt - ; {J i( a) - Y 1 (a)} senwt] 
(3.148) 
Passando a fÕrmula (3.148) para a notação complexa re 
sul ta: 
u* = u o cose [; {J1(a) +Yi(a)} + i; {J1(a) - Yi(a)}] 
(3.149) 
Substituindo os valores de A1, A2, ~1 e ~2 na fórmula 
(3.26), obtem-se os deslocamentos tangenciais (v). 
v = v = - u
0 
sen e [ Ai{J
0
(a) - ; J1(a)} cos(wt + ~!) + 
+ A2 {Yo(a) -; Yr(a)} COS(wt +~2)] = 
; _u sen e [112 {J (a) _ _!_ Ji(a)} cos(wt + .:1:.) + 
o o a 4 
+ 1 Í'l{Y (a) _ _!_ Yi(a)} 
V - º a 
(continua na pãgina seguinte) 
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· [(J,(,J · Y0 (<)) · ;- {J,(,) · Y,(,)l ] . "™'] (3.150) 
Passando a fÕrmula (3.150) para a notação complexa 
v = Re [ v* e iwt J 
+ i [ {J
0
(a) -\(a)} - ~ {Ji(a) - Yi(a)} ] ] 
(3.151) 
III.33 - Deslocamentos Produzidos pela Onda Dilatacional 
Consideremos na equaçao (3.144) 
Substituindo s
0 
na equaçao (3.144) resulta: 
wu 
* º e s =-- cos 
vP 




E = Re [ E*. e iwt ] 
onde: 
wuo 
E= cose [{Ji(b} +Yi(b}} cos wt -{Ji(b} -Yi{b}} senwt] = 
vP 
.wuo 
= - - cos e [ J i( b) ( coswt - senwt) + Y i( b) ( coswt + senwt) J 
vP 
donde: 
E = cose [ fi Ji(b} cos(wt + ."!.) + j2Y1(b} cos(wt -."!.) J 
4 4 
(3.153) 
Lembrando que a expressao de E, de acordo com a fÕr-
mula (3.85), ê uma função dos parãmetros B1, B2, ~1 e ~2, pode-
mos determinã-los comparando as expressões (3.153) e (3.85). 





B 1 J i( b ) cos ( wt + \jJ 1) + B 2 Y i( b) cos (et ,w,)] 
Comparando (3.153) e (3.154) conclui-se que: 
B2 = V2' 
\/Jz =-rr/4 
(3.154) 
Substituindo os valores de B1, B2, \/J1 e \/Jz na fÕrmula 
(3.27), obtem-se os deslocamentos radiais u, para a onda dilata 
cional 
-
u = u = u o o b cose [B1 {J {b) _ _!_ Ji{b}} cos(wt + \/J1) + 
+ B2 {Y
0
{b) - ~ Y1 {b)} cos(wt+\/Jz~ = 
= u cose[' '7{J {b} _ _!_ J1{b}} cos{wt + .'.!!:) + o VL o b 4 
+ 1 N {V ( b) - _!_ Vi( b)} 
V - º b 
"",, ,os e [[{J0 (bl .v,(b)) - t {J,(b) .v,(b)) ] J ,os,t -
-[{J {b) -V (b)} -o o 1 . } - {Ji{b) -Y1(b) b 
(3.155) 
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Passando agora a fÕrmula (3.155) para a notação com-
plexa 
u = Re [ u * . e i wt J 
u* =u0 cose [[{J0 (b) +\(b)} -t {J,(b) +Y,(b)} ) + 
(3.156) 
Substituindo os valores de 81, 82, ~, e ~2 na fÕrmula 
(3.28), obtem-se os deslocamentos tangenciais (v). 
-
V = V = - U
0 
[ 
1 l sen e 81 - J,(b) cos(wt +~i) +82 - Y,(b) 
b b 
cos(wt +~2)] = 
= u
0 
sene [V2_!_ J,(b) cos(wt+ :!'..) + \/2'l Y,(b) cos(wt-2'..)] 
b 4 b 4 
v =- u
0 
sen e [ t {J,(b) +Y,(b)} l coswt - - {J,(b) -Y,(b)} 
b 
(3.157) 
Passando agora a fÕrmula (3.157) para a notação com-
plexa. 
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v = Re [ v * . e i wt J 
v*=- u0 sen e [ ~ {Ji(b) +Yi(b)} +i ~ {J1(b)-Yi{b)} J 
(3.158) 
III .3.4 - Condições de Contorno ao Longo do Perímetro da Seção do 
Cilindro 
Os deslocamentos u e v, em qualquer ponto do meio elãs 
tico sao resultantes da composição dos deslocamentos u1 e v1 de 
uma onda de cisalhamento com os deslocamentos u2 e v2 de uma on 
da dilatacional. 
Usando a notação complexa, os deslocamentos resultan-
tes u* e v* podem ser escritos como combinação linear dos deslo 
* * * * * * camentos u1 e u2, e v1 e v2 respectivamente, onde u1 e v1 sao 
* * os deslocamentos da onda de cisalhamento e U2 e v2 são os deslo 
camentos da onda dilatacional. 
* * * * u* = C1 u1 + C2 u2 
* * * * v* = C1 V1 + C2 v2 
(3.159) 
(3.160) 
* * * * onde C1 e C2 sao constantes a serem determinadas, u1 e v1 sao 
* * os deslocamentos u e v dados pelas equações (3.149) e (3.151), 
* * * * u2 e v2 os deslocamentos u e v dados pelas equações (3.156) e 
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(3.158). 
Os deslocamentos da onda de cisalhamento, como foram 
vistos no item 3.3 são, de acordo com (3.149) e (3.151). 
u 7 = u
0 
cos e [ ~ {J i( a) + Y i( a)} + i l J ~ {Ji(a) -Yi(a)} (3.161) 
(3.162) 
Os deslocamentos da onda dilatacional, como foram vis 
tos no item 3.4 são, de acordo com (3.156) e (3.158). 
(3.163) 
vi=- u0 sen e [ t {J1(b) +Yi(b)} + i t {Ji(b) -Yi(b)} J (3.164) 
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O movimento do cilindro e considerado harmônico sim-
ples na direção do eixo x. O deslocamento u
0 
do centro do ci-
lindro e dado pela fÕrmula (3.1). 
No contorno do cilindro todos os pontos tem o mesmo 
deslocamento na mesma direção e sentido que o centro do cilin-
dro (fig. III.4). 
y 
Figura Ilf. 4 - Deslocamentos no Contorno 
da Seção. 
Chamado deu e v, os desloca-
mentos u e v ao longo do con-
torno, sao vãlidas as relações: 
u ( e) = u ( r , e) = u cose coswt .o o 
(3.164) 






Passando para a notação complexa: 
onde: 
u*(e) = u*(ro,e) = 




* * * * u*(r ,6) = C1 ui(r
0
,e) + C2 uz(r ,e) (3.168) o . .o 
* * * * v*(r ,e) = e 1 vi(r ,e) +e, v 2 {r ,e) (3.169) o o o 








,e) = U1 cose (3.170) 
* * v1{r
0























,e) podem ser expre~ 
onde: 
onde: 
* * u,(r ,e) = u, cos e 
o 
* * v2(r ,e} =-V, sen e .o 
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- _l {Ji{b } -Yi{b }}] ] 
b o o 
o 





Substituindo os valores de u*(r ,e) de (3.168) e de . o 
v*{r
0
,B) de (3.169) nas equações (3.166) e (3.167), montamos o 
sistema linear de equações que resolvido fornece os valores de 
* * * * C, u1(r
0





* * * * e, v,{r
0




sen e (3 .. 179) 
Substituindo (3.170) e (3.174) em (3.178),e (3.171) e 
(3.175) em (3.179). 




* V 1 
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* * * U1 cos 8 + C2 U2 cos 8 = uo cos 8 
* * * V 1 sen 8 + C2 V, s en 8 = u sen 8 o 
* * * e 1 + u, e, = u (3.180) o 
* * * e 1 + V, e, = u (3.181) o 
Resolvendo o sistema linear dado pelas equaçoes (3.180) 
* * e (3.181) encontramos os valores de C1 e C2. 
* A e 1 = (3.182) 
e 
* B e, = - (3.183) 
e 
onde: 
A= [2 a {Ji(b )+Yi(b )}-a b {J (b )+Y (b )] 




+ Y ( b ) J i( a ) } - a b {J ( a ) Y ( b ) + Y ( a ) J ( b ) } J ºº O 0000 00 00 00 
( 3. l 86) 
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1 V. CIILCULO DA REAÇIIO DO SOLO SOBRE O CILINDRO 
IV .1 - Deformações Especificas 
Para se calcular a força exercida pelo solo por unid~ 
de de comprimento do cilindro, deve-se calcular as tensões na 
superficie do mesmo, integrando-se em seguida ao longo do perí-
metro para se obter a resultante. Mas para obtermos as tensões 
e necessãrio antes calcular as deformações especificas para o 
cãlculo das tensões pelas relações constitutivas. 
As deformações especificas sao funções dos deslocame~ 
tos. As deformações específicas relevantes são Er' E8 e Ere 
que serao consideradas nesse estudo como nümeros complexos, E* r' 
Eê e E; 8 • As relações que fornecem as deformações específicas 
em função dos deslocamentos são dadas abaixo: 
E*= r 
E*= e 
E* re = 
au* 
ar 






au* av* v* + -- -
ae ar r 
( 4 . 1 ) 
( 4. 2) 
( 4 . 3) 
Considerando que os deslocamentos resultantes sao uma 
combinação linear dos deslocamentos de uma onda de cisalhamento 
com os de uma onda dilatacional, pode-se calcular as defor~~-
ções especificas, calculando-se separadamente as deformações es 
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pecTficas de cada tipo de onda e em seguida combinando-se estas 
1 i nearmente. 
Então: 
onde: 
* * * * u* = C1 U1 + C2 U2 
* * * * v* = C1 V1 + C2 V2 
* * * E* = C1 E + e, r r1 
* * * E* = C1 E81 + C2 e 
* * * * 
Ere = e 1 E + C2 re 
1 
* au1 
E* = ri ar 
( 4. 9) 
* * 
* U ! 1 av1 
E8 = + 1 r r ae 
(4.11) 
* * au1 av, E 1 re = --+--. 1 r ae ae 
(4.13) 
* E r, 
* 
E82 
* E re 
2 
* 








Er8 2 = r r 
(4.10) 
* 
1 av2 + 
r ae 
(4.12) 
* * * au, av2 V2 
-+---
ae ar r 
(4.14) 
( 4 • 4) 
( 4. 5) 
( 4 . 6) 
( 4. 7) 
( 4. 8) 
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Utilizando as relações (4.9), (4.11) e (4.13), calcu-




* * * E 1 = E r, + E81 == o (4.15) 
u a 




= cos 8 
r a a o 
u a 
+ i _2. cos 8 _2. [J0 (a) -\(a) -
2 
{Ji(a)-Y 1(a)}] 
r a a o 
(4.16) 
= 2 uo sen e ªo [J (a) +Y (a) _i {Ji(a) +Yi(a)} +la {J1(a) + 
r a O O a 2 
o 
+Yi(a)}] + 2 i 
u ªo 0 sen 8 
[
J (a) -Y (a) _i {Ji(a) -Yi(a)} + 





a o o a 
(4.17) 
Utilizando as relações (4.10), (4.12) e (4.14), calcu 





CDS 8 b 
O 




u b [ -o .----5!. J \b) +Y (b) + (b -~){J1(b) +Yi(b)} J E - - cos 8 r2 r b. o o b . . o 
u b 
[ J (b) -Y (b) + (b -~) {J1(b) -Y1(bJ~ - i o 8 ----5!. cos 
r b o o b • ( 4 . 20 ) o 
* u b [J
0
(b) •Y,(b)- ! {J,(b) ,Y,(b)~ Ere = 2 ----5!. sen 8 ----5!. 
r b 2 .o 
u b 
[ J (b) -Y (bJ - ~ {J1(b) -Yi(b)~ - 2 i o sen 8 o (4.21) 
r b o o b o 
Para o cãlculo da força sobre o cilindro, interessam 
apenas as tensões ao longo de sua superfície; consequentemente 
basta conhecer as deformações especificas ao longo da superfi -
cie cilíndrica. Para se obter estas deformações na superfície 
de contorno, basta fazer "r" iguaí a ''r" fazendo ''a" 
o ' 
a "a" e "b" igual a "b "nas fÕrmulas \4.15J a (4.21). o o 
igual 
Portanto as deformações ao nível do contorno, para a 
onda de cisalhamento são: 
(4.22) 























{J 1 (a) -Y 1(a )} ] + i 
o 
r a .o o 
(4.23) 




(a )} + u [ 2 
r ººººao o 
o o 
1 + - a 
2 o 
{J (a) +Y.(a )}] 
1 O 1 O 
2 
- - {J ( a ) - Y ( a ) } 
a 1 o 1 o 
o 
u 
2 . o + 1-
(4.24) 
As deformações específicas ao n1vel do contorno, para 
a onoa dilatacional são: 
{J(b)-Y(b)J 









o o o o o b 
. o 
u 
- i __Q. cos e 
r 
o 
(b -1-) {Ji(b J -Y1{b )} ] 
o b o o 
o . 
( 4. 26) 
E*re =- 2 uº sen e [J {b J +Y {b J _1_ {J1{b J +Y1(b )}] 
r oo ººb o o 
2 .o O 
-2i-u0 sen e[J (b )-Y {b )-1- {Ji{b )-Y1{b )}] 
r oo oo b o o 
o o 
( 4. 27) 
IV.2-Tensões na Superfície do Cilindro 
As tensões que interessam para calcular a força resul 
tante que age sobre o cilindro sao ºr e Tre· Estas sao calcula 
das pelas fÕrmulas (1.15) e (1.18) do Capitulo I. 
Recapitulando as fÕrmulas que dão ºr e Tre sao dados 
em notação complexa: 
* * * ªr =Às + 2 G Er (4.28) 
* * 
T re = G sre (4.29) 
onde À = 
G = 
* o r = 
= 
vE 
( l +v) ( l - 2v) 
E 
2 ( l +v) 
* À E + 2G 
(l-v} E 
(l +v) (l-2v) 
= p Vp ( V 
l -v 
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( 4. 30) 
(4.31) 
vE * E + = 
(l+v}(l-2v) 
V * E E+2---
( l -v) 2(]+V} 
Substituindo o valor devem função de a, segundo re 
lação (3.46): 
* P v2 - 2 a 2) * ª2 *] ºr = ( l E + 2 E r (4.32) p 
onde: 
~ vs bo a = = = vP ªo 
Modificando a relação (4.32) 
* P v2 * 
o' ,; ] 
G [ ( l-2a2) E*+ 2a2 E; J s ( l - 2a 2) + 2 o = E = r ª2 ª2 
* G 
[ ( l - 2a 










* ºr = G 
A tensão de cisalhamento fica 
* * 're = G sre 
Lembrando que: 
* * * * * E = e 1 E! + C2 E2 
* * * * * Er = e 1 E r 1 + e, E r, 
* * * * * E = e 1 E + C2 E re r8 1 re, 
E substituindo os valores de 
las relações (4.22), (4.23) e (4.24) e 
* 
* * * E1' s1·1 e sr81 
os valores de 







E2' Er2 e 
sr
82 
dadas pelas relações (4.25), (4.26) e (4.27) nas equaçoes 
(4~36), (4.37) e (4.38) obtemos as deformações especfficas re-
* * * * * sultantes s , sr e sre· As constantes C1 e C2 são dadas pelas 
fÕrmulas (3.182) e (3.183). 
Substituindo as deformações especfficas em (4.34) ob-
tem-se a tensão normal * ºr· 
l O 5 
* * ºr = 2G.C1 u cos e [ [ o J ( a ) r o o 
o 
2 [ J ( a ) + y1 ( a ) 
1 O O 
ªo 
+ i{ J ( a ) - Y ( a ) }).] 
l o l o 
* - 2G. C 2 o J (b )+Y (b )+i{J (b )-Y (b )} + u cos e j [ 1 ro o o o o o o o 0 
a' 
+ ( o 
b' 
o 
~ _ i) [J ( b ) + y ( b ) + i { J ( b ) _ y ( b ) } 1 J 2b 10 10 10 10 
o 
( 4. 39) 
Substituindo as deformações específicas em (4.35) ob-
* tem-se a tensao de cizalhamento Tre· 
+ ( 
r .o 
ª 2 [ ~--) J (a )+Y (a) 





- 2G.C2 +Y (b) +i{J (b) -Y (b )} o o o o o o 1 -ro 




IV.3- Cãlculo da Força Resultante sobre o Cilindro 
A reaçao do solo por unidade de comprimento do cilin 
* dro {F ) e calculada integrando-se as tensões ao longo do peri-
metro da seção, conforme fórmula abaixo: 





* * Substituindo os valores de ºr e Tre de (4.39) e (4.40), 
respectivamente, na equação (4.41) e integrando em relação a e 
* obtemos a expressão da força F. 
Ao se integrar a expressao entre parenteses em (4.41) 
considerar os resultados das integrais imediatas. 
r cos 2 e de = TI o 
rm'e de = TI 
o 
Apõs feita a integração em e na equaçao (4.41), proc~ 
de-se a simplificação dos termos da expressão acima. Apõs 
completo trabalho de agrupamento e totalização dos termos se-
melhantes chega-se ã seguinte expressão: 
* F = - TI G a~ T u0 (4.42) 
onde: 
T = N 
D 
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Não confundir este T com o periodo da vibração. 
O numerador N, da relação (4.43) e 
(4.43) 
N = [ a {Y ( a ) Y ( b ) - J ( a ) J ( b ) } + b {Y ( b ) Y ( a )-J ( b ) J ( a ) } ººº 10 00 'º 000 ,o oo,o 
- 4 {Y (a ) Y (b ) - J (a ) J (b )} ] 10 10 10 10 
+ i [ª {Y (a ) J (b ) +J (a ) Y (b )} +b {Y0(b ) J (a )+J (b )Y (a )} DOO 10 00 10 O O 10 0010 
(4.44) 
O denominador D, da relação (4.43) e: 
D=[ao{\{ao) \(bo)-Jo(ao) J1{bo)}+bo{Yo{bo) \(ao)-Jo(bo)J1(ao)} 
- a b {Y ( a ) Y ( b ) - J ( a ) J (b ) } lj ºººº 00 00 00 
+ i [a
0
{Y0(a0)J (b0 ) +J (a )Y (b )} +b0 {Y0 (b )J (a ) +J (b )Y (a )} l 0010 010 0010 
(4.45) 
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Vamos agora simplificar a expressao de T. Para isso 
vamos introduzir as definições matemãticas das funções de Bes-
sel modificadas. 
Define-se a função de Bessel modificada de 
espêcie de ordem n como 




Se n nao for inteiro, In(x) e I_n(x) são linearmente 
independentes. 
A função de Bessel modificada de segunda espêcie de or 
dem n e definida como 
donde: 
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I_p(x) - IP(x)l 
se n pTI 
para n=O,l,2,3 ... 
Demonstra-se, para n inteiro que: 










K1 (ix) =-; [Ji(x) -i Yi(x)] (4.54) 
Empregando estas ultimas relações (4.53) e (4.54) nas 
expressões (4.44) e (4.45), que fornecem os valores do numera-
dor N e denomina dor D da relação (4 .43), obtemos uma expressao 
sintética para T. 







) K1 (ia0 ) + ia0 K1 (ib0 ) K0 (ia0 ) - a0 b0 K0 (ib0 ) K0 (ia0 ) 
* * Definindo a e b como o o 
* a = ia
0 o 
* b = i b o o 
podemos reescrever (4.45) 
* * * * * * * * 4 Ki(bo) K1(ª0) +ao K1(bo) Ko(ao) +bo Ko(bo) K1(ao) 
T=- ~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 





A rigidez Ku ê dada pela fórmula (4.47), onde Te cal 





onde Vs e VP sao funções do mÕdulo de elasticidade te do mõdu 
lo de rigidez G, podemos generalizar a fÕrmula (4.48), para um 
meio visco-elãstico linear, com amortecimento histerêtico, red~ 




, em função das velocidades complexas da onda de 
* * cisalhamento e da onda dilatacional (Vs e Vpl· 
No caso de movimento de um meio elãstico linear, sem 
amortecimento as velocidades de onda, Vs e Vp são das pelas fÕr 
mulas: 
onde G = E 
2(1+v) 
V-~( 1_-v~)-( 1 +v) ( l - 2v) E p 
( 4. 59) 
( 4. 60) 
Considerando amortecimento histerêtico o mõdulo de ri 
* gidez, ao invês de G serã G ,dado pela fÕrmula. 




= tgo e o amortecimento da onda de cisalhamento 
ó é o ângulo de perda 
O mõdulo de elasticidade E, por sua vez e substituido 
* pelo mõdulo complexo E da pela fÕrmula 
De (4.50) tiramos a relação: 





= (1-v) E * * = À + 2G = ( À + 2G) + i (À' +2G' ) 
( l +v) ( 1-2v) 
Substituindo (4.62) em (4.64) 
* P V 2 = p 
{l-v) E{l+iDL) 
( l +v) ( l - 2v) 









p y2 p 
= 
À' + 2G' 
À + 2G 
1 1 3 
À+2G+i(À 1 +2G') = {l +i 
À + 2G 




















i ( 4. 70) 
Lembrando que, de acordo com (3.45), satisfaz as relações abai-
xo: 
a = = 
b 
o \~ =v~ 
podemos substituir o valor de b
0
, em função de a
0 
e v, na equa-
ção (4.60) 
onde 




Portanto no caso de amortecimento histeritico devemos 













À' + 2G 









dados respectivamente pelas fÕr 
mulas (4.71) e (4.72), substituidos em (4.58) fornecem o valor 
de T. 
Substituindo o valor de T assim obtido, na equaçao 
4.47 obtem-se a rigidez Ku, para deslocamentos horizontais. 
Os valores das funções de Bessel modificadas de segu~ 
da espêcie podem ser calculados pelas fÕrmulas abaixo: 
K (xJ = - [2n ~ + y] + I ( ~ ) 2s - 1-
0 2 s=l 2 (s!) 2 
00 
K,(x) = .!_ + l 
X S= l 
2s-l 
( ~ ) 
2 ( s ! ) 2 
onde y e a constante de Euler. 
y = 0,5772156 
[ 
S l X ] l - -( 2n - + y) 
r=l r 2 
(4.75) 
X S 




V. EQUAÇÕES DINAMICAS DO SISTEMA SOLO-ESTACA 
(PARA VIBRAÇÕES TRANSVERSAIS) 
V. 1 - EQUAÇÃO DA LINHA ELÁSTICA 
O sistema solo-estaca pode ser modelado como uma viga em 
apoio elãstico, onde a viga representa a estaca e o apoio elãs-
tico e representado por uma infinidade de molas e amortecedores 
infinitesimais de modo a simular um apoio.contlnuo. A estaca e 
considerada perfeitamente aderente ao solo (efeitos de descola-
mento do solo prõximo ã superflcie são considerados de :·forma 
aproximada). O mõdulo de elasticidade do solo e suposto constan 
te dentro uma camada de mesmo material (na realidade varia com 
a profundidade, diminuindo quando a profundidade tende a .zero). 
As molas e os amortecedores sao considerados lineares. As 
sim, admitindo que o movimento transversal de cada ponto da li-
nha elãstica seja do tipo harmõnico simples de amplitude u
0
(z), 
a força devida a mola e proporcional a esta amplitude e tem a 
mesma fase, e a força de amortecimento e uma força cuja fasees 
tã adiantada de um quarto do perlodo em relação ao deslocamento 
e e também proporcional ã amplitude u
0
(z). 
Para um deslocamento u(z,t) dado pela equaçao abaixo, 
u(z,t) = u
0
(z) cos wt 





(z)[K~ cos wt+K~ sen wt]dz 
( 5. 1 ) 





(z) - amplitude do movimento 
K' - parcela da reaçao do solo por unidade de deslocamento,em u 
fase com o mesmo 
K0 - parcela da reaçao do solo por unidade de deslocamento,f~ 
ra de fase (adiantada 90° em relação ao deslocamento) 
w - frequência angular do movimento 
t - tempo 
K' e K'' são funções da frequência (w) e o deslocamento u u 
Passando a equação (5.2) para a forma complexa 
( 5. 3) 
onde os deslocamentos na forma complexa de (5.1), sao dados pela 
equaçao 
( 5. 4) 
Conclui-se, então, que existe uma relação linear entre a 
reaçao (complexa) do solo, por unidade de comprimento da estaca, 
e o deslocamento (complexo) de modo que: 
= R~(z,t) 
onde: 
Ku = K' + i K 11 u u 
onde K · e dado pela equaçao (4.47), do capftulo IV u 
( 5. 5) 
( 5. 6) 
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V. 2 - CONDIÇÕES DE CONTORNO 
Para se determinar o valor das constantes c1,C 2 ,C 3 e e., 
basta impor os deslocamentos e rotações nas extremidades da es-
taca de comprimento H. 
Para a obtenção da matriz de rigidez da estaca, impõe-se 
o valor do deslocamento (ou rotação) igual ã unidade, e os rela 
tivos aos demais graus de liberdade igual a zero. A seguir cal-
culam-se as forças; estas constituirão a coluna da matriz de ri 
gidez da estaca (ou trecho de estaca dentro de uma camada de so 
1 o ) • 
Considerando os quatro graus de liberdade temos os se-
guintes casos: 
a) u(z=O). = 1 1/J(Z=Ü) = o ]-, 
u(z=H) 1/J(Z=H) 
C110C21,Ca1,C.1 
= o = o 
b) u(z=O). = o 1/J(Z=Ü) = 1 ]-, 
u(z=H) 1/J(Z=H) 
C12 ,C22 ,Ca2 ,C.2 
= o = o 
c) u(z=O) = o 1/J(Z=Ü) = o 
. ]--, 
u(z=H) 1/J(Z=H) 
Cu ,C2a ,Caa ,e.a 
= 1 = o 
d) u(z=O) = o 1/J(Z=O) = o ]-, 
u(z=O) 1/J(z=H) 
C1,,C2,,Ca4,c,. 
= o 1 
Estes casos estão representados na figura V_ .. ,. 
Para estes deslocamentos unitãrios obtemos as seguintes 
expressões para as constantes C10 C2 ,C 3 e C4 da equação {5.17). 
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onde o fator Tê dado pela expressao (4.58). 
A constante complexa Ku ê a 
o amortecimento (parte imaginãria) 
rigidez complexa, que engloba 
para efeito de aplicação da 
hipõtese de Winkler na dedução da linha elãstica. 
A constante Ku também pode ser expressa em função dos adi 
mensionais S e S e do mõdulo de rigidez (G). 
U l U2 
Ku = G(S +iS ) 
U l U2 
( 5. 7) 
Considerando-se o equillbrio de um elemento (dz) da esta-
ca, a equação diferencial da vibração amortecida ê: 
ª2 ~i;•t) + G(S +iS )u(z,t) 
U l U2 
a2 u(z,t) a'u(z,t) 0 + Nst az + EPI az = 
na qual: 
µ - massa por unidade de comprimento da estaca 
Ep - mõdulo de elasticidade da estaca 
I - momento de inercia da seção da estaca 
Nst - carga estãtica vertical sobre a estaca 
Considerando a vibração harmônica lateral 
u(z,t) = u(z)exp(iwt) 
a equação (5.8) pode ser escrita na forma 
d 4 u d2 u 
+ S1 - S2U = Ü 
dz 4 dz 2 
onde 
( 5. 8) 

















su ; Su (a 0 ,v) i i 
(5.13) 











vs ; /] p (5.16) 
ro - raio da estaca 
p - massa especifica do solo 





H - comprimento de um trecho de estaca de seçao constante, em so 
lo homogêneo 




















1 u(H) = 1 
-:V 0 2 0 ~ 
K 41 K42 (-l K43 K44 
(o) (b) (e) (d) 
FIGURA V.1 - CONDIÇÕES DE CONTORNO DA LINHA ELt($TICA 
As condições de contorno dos casos (a), (b), (c) e (d) es 
tão representadas na figura V.l a,b,c e d, respectivamente e o 
valor das constantes Cl'C 2 ,C 3 e C4 são, respectivamente, para ca 
da caso: 
a)u(O)=l 1j!(0)=0 
u(H) = O ijJ(H) = O 
e. = e. i 
e, = e, 1 
C4 = c41 
onde: 
b) u(O) = O 




ijJ(O) = l 




l 2 2 
C1 = c12 = H[r2 senh r 1cosh r 2-r1senh r 2cosh r 1]/D (5.25) 
C2 = C22 = H[r2 (1-cosh r 1cosh r 2 )+r 1senh r 1senh r 2]/D ( 5. 26) 
C3 = C32 = H[r 1senh r 2 cosh r 1-r2senh r 1cosh r 2 J / D (5.27) 
e., = e" 2 = H[r 1(1-cosh r 1cosh r 2 )+r2 senh r 1senh r 2]/D (5.28) 
e) u (o) = o ' l/J (o) = o 
u(H) = l l/J ( H) = o 
c1 = e l3 = r 1r 2 (cosh r1-COSh r 2) / D (5.29) 
C2 = e 2 3 = r 2(r2senh r 2-r 1senh r 1)/D (5.30) 
C3 = C33 = r 1r 2 (cosh r 2-C0Sh r 1)/D (5.31) 
e., = e., 3 = r 1(r 1senh r 1-r2senh r 2 ) /D (5.32) 
d) u (o) = o ' 
l/J (o) = o 
u(H) = o l/J ( H) = l 
c1 = e 1. = H(r 1senh r 2-r 2 senh r 1) / D (5.33) 
C2 = c2 ". = Hr 2 (cosh r 1-cosh r 2) / D (5.34) 
C3 = C3" = H(r2senh r 1-r 1senh r 2 ) /D (5.35) 
e" = e"" = Hr 1(cosh r 2 -cosh r 1)/D (5.36) 
V_. 3 - ESFORÇOS SOLICITANTES 
O momento fletor M(z) e a força cortante Q(z) sao obtidos 
derivando-se a equação da linha elistica 
M(z) 
Q(z) 
= EI d2u(z) 
dz 2 




1 2 3 
Considerando que função da linha elãstica u(z) e uma com 
binação linear das funções correspondentes as linhas elãsticas 
das configurações (a), (b), (c) e (d) da figura V.l, onde cada 
uma se refere a um deslocamento (ou rotação) unitãrio em cada 
grau de liberdade, pode-se calcular o momento M(z), força cor-
tante Q(z), 1 inha elãstica u(z) e rotação ljJ(z) para qualquer po_!l_ 
to ao longo da estaca em função dos deslocamentos nas suas ex-
tremidades. 
Para os casos (a), (b), (c) e (d) as funções u(z), da lj_ 
nha elãstica são respectivamente U1 (z), U2 (z), U3 (z) e U4 (z). 
Portanto para a j-isima configuração a função u(z) i: 
(5.39) 
A rotação 1P ( z ) correspondente i: 
l/Jj(z) 
r1 r 1z r1 r 1z 
= clj H senh(~) + c2j H cosh(-H) 
r2 r 2 z r2 r 2 z 
+ c3j H senh(-H) + c4j H cosh(-H-) (5.40) 
O momento fletor correspondente i: 
(5.41) 
A força cortante correspondente e: 
124 
(5.42) 
Portanto no caso geral, considerando u1 e t 1 , o desloca-
mento e a rotação, respectivamente, na extremidade superior, e 
u2 e t 2 , o deslocamento e rotação, respectivamente, na extremi-
dade inferior da estaca, as funções u(z), t(z), M(z), Q(z) são: 
Usando a seguinte notação: 
º1 = u1 
62 = * 1 
03 = Uz 
o, = o/2 
pode-se escrever: 
4 
u(z) = I 6.U.(z) 
j = 1 J J 
( 5. 43) 
4 
t(z) = I ó . 'jl • ( z) 
j = 1 J J . 
(5.44) 
4 
M(z) = .I 6.M.(z) 
J = 1 J J 
(5.45) 
4 
Q ( z). = I 
j = 1 
ºjQj(z) (5.46) 
Calculando-se os valores de M(z) e Q{z) nas extremidades, 
para cada configuração, obt~m-se os elementos da matriz de rig1 
dez de dimensão 4x4. 
Fazendo z=O: 
Klj = Qj(O) 
K2j = Mj(O) 
Fazendo z=H: 
K3 j = -Q/H) 
K4j = Mj(H) 





Assim ê obtida a matriz de rigidez (~e), para o caso de 
uma estaca em meio homogêneo: 
k 11 k12 k l3 k14 
Ke 
k2 l k2 2 k2 3 k 2 4 
= (5.51) 
k3 l k32 k33 k 3 4 
k41 k42 k43 k44 
V .4 - MATRIZ DE RIGIDEZ DO SISTEMA SOLO-ESTACA 
No caso de uma estaca atravessando vãrias camadas de solo 
(de propriedades diferentes), ê necessãrio dividir a estaca em 
vãrios segmentos, de tal modo que cada um esteja inteiramente co~ 
tido em camada de material homogêneo, alêm de possuir seção con! 
tante. Cada variação de material ou de seção da estaca correspo~ 
de a um novo segmento. A variação da força normal ao longo do 
comprimento da estaca, devido ao atrito lateral tambêm pode ser 
considerada, sub-dividindo a estaca em trechos em que o esforço 
axial ê aproximadamente constante. Desse modo o sistema solo-es-
taca fixa dividido em vãrios elementos. 
Para cada segmento da estaca calcula-se a matriz de rigi-
1 2 6 
dez ~e. usando as f6rmulas (5.47) a (5.50) (nessas f6rmulas ·jã 
estão incluidos os efeitos dinãmicos do solo circundante). Usan 
do a matriz de rigidez do elemento monta-se a matriz de rigidez 
global (da estrutura), [~u], para a estaca enterrada composta de 
elementos separados pelas interfaces entre camadas (fig. V.l). 
Impondo-se o deslocamento horizontal unitãrio {u 1 =1) e 
rotação nula (~ 1=0), no topo da estaca, e resolvendo-se o siste 
ma linear nas inc6gnitas restantes (u 2 ,~2 , ••• ,un-Í-l'~n-i-l), uma 
vez de posse de todos os deslocamentos dos n6s da estrutura po-
de-se calcular a força (Kuu) e o momento (K~u) na cabeça da es-
taca. Analogamente impondo deslocamento horizontal nulo (u 1=0) 
e rotação unitãria (~ 1=1) obtim-se a força (Ku~) e o momento 
(K~~) no topo. Desse modo fica calculada a matriz de 
condensada. 
K11 K12 Kl ,2n+2 
Ku 
K2 1 K22 K -= 2,2n+2 
K 2n+2,l K 2n+2,2 .... K -2n+2,2n+2 
Para deslocamento (u 1 l e rotação Ciíi1l, impostos 
monta-se o sistema linear: 
l o o o o o u1 U1 
o l o o o o ~l iji"l 
o o Kaa Ka 4 K -3,2n+l K 3,2n+2 U2 F2 
o o K4a K44 K4,2n+l K 4,2n+2 ~2 
= M2 
. 
o o K 2n+ l ,3 K2n+ l , 4 ... · K - -2n+l,2n+l K -. 2n+l,2n+2 un-i-1 F n+l 
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no qua 1 , 
F. = -K2i-l,l u1 - K2i- l ,2 ijj l (5.54) 1 
Mi = -K2 i , 1 u1 - K2 i , 2 ijj l (5.55) 
para i=2n+l 
Com os valores dos deslocamentos (ui) e rotações (~i) cal 
cula-se a matriz condensada (K) 
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A matriz de rigidez condensada (~) satisfaz a relação 
abaixo: 
1 2 1 2 
K Kuij, u 1 = 1 U1=0 uu 
Kij,u Kij,ij, ij,1=º 1jJ 1 = 1 
o o 
Ku 
U2 U2 (5.57) = 
o o ij,2 ij,2 
o o ij,n+ 1 
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VI. RESUL TADDS 
Para se avaliar a sensibilidade do modelo adotado (so 
lução de Novak) foi desenvolvido um programa de computador uti-
lizando a teoria descrita nos capitulos anteriores e foram rea-
lizadas vârias corridas experimentais variando a frequência, p~ 
ra obtenção das impedâncias Kuu' K~~· Ku~· Para as mesmas fre-
quências e com o mesmo solo e a mesma estaca foram feitos tes-
tes usando o sistema ADEP, para anâlise dinâmica, que utiliza o 
modelo de Matlock e Reese, adotado pelo A.P.I. 
O modelo de Matlock e Reese emprega as curvas P-y, on 
de as constantes de Winkler são funções da coesão e ângulo de 
atrito do solo e o amortecimento ê considerado como uma porcen-
tagem do amortecimento critico. Neste modelo o amortecimento 
histerêtico do material. ê o dobro do estrutural. Foi admitido o 
amortecimento histerêtico Os= 0,14, portanto 7% do critico. 
No modelo de Novak a reaçao do solo ê calculada pela 
Teoria da Elasticidade, em função do módulo de elasticidade, r~ 
zão de Poisson, densidade do solo e amortecimento histerêti-
co. Para se comparar os dois modelos ê necessârio calcular os 
módulos de elasticidade a partir das curvas P-y para o caso es-
tâtico (ou para uma frequência muito baixa no caso dinâmico) em 
pregando a Teoria da Elasticidade para as condições de contorno 
do problema, admitindo o valor para a razão de Poisson em fun-
ção da classificação do solo. A incerteza da razão de Poisson 
afeta, obviamente, a exatidão do módulo assim calculado, porem 
o erro acarretado ê pequeno comparado com outros fatores. 
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No exemplo de teste para comparaçao dos dois modelos 
foi admitida uma estaca de diâmetro 30 pol., espessura 1,75 pol 
e comprimento 50m, em areia média de peso aparente submerso 0,8 
tf/m' e ângulo de atrito 30 graus. Para considerar a variação 
do mõdulo de elasticidade com a profundidade no programa desen-
volvido segundo a teoria de Novak, a camada de areia (no caso 
camada unica) foi subdividida em 8 subcamadas, de espessuras 1, 
2, 3, 6, 8, 10, 10 e lOm., respectivamente, a partir da superfl 
cie do solo. Os mõdulos de elasticidade foram ajustados itera-
tivamente através das curvas P-y, referentes a profundidade do 
plano horizontal médio de cada camada. Estas curvas P-y fazem 
parte da saida impressa do sistema ADEP. Utilizou-se pares 
(P, y) correspondentes ã faixa linear. Para a areia,a razao de 
Poisson foi admitida igual a 0,3. A frequência usada para o a-
juste foi de 1 Hz, considerada baixa. 
TABELA VI. 1 
ESPESS. PROF. p y E 2 DA MtDIA (tf/m 2) ( m) (kgf/cm ) CAMADA 
( m) (m) 
l 'o O , 5 O ,39622 0,00048 73 
2 , O 2,0 4,13285 O ,00124 261 
3 , O 4,5 5,24509 0,00070 900 
6 , O 9,0 32,79619 O ,00219 1940 
8,0 l 6 , O 74,84184 O ,00282 3650 
1 O , O 25,0 116,94037 0,00282 5960 
1 O , O 35,0 163,71652 0,00282 8650 
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FIGURA Vl.1-VARIAÇÃO DO MÓDULO DE ELASTICIDADE COM A PROFUN-
DIDADE (z} 
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O processo usado para o ajuste dos mõdulos de elasti-
cidade em cada camada (subcamada) foi o de comparação do coefi-
ciente angular do trecho linear do diagrama P-y com o mõdulo da 
função de impedância K ; G(S +iS ), para o estado plano de 
U U 1 U 2 
deformações( 9); igualando-se a relação força-deslocamento da 
curva P-y (na faixa linear) com a relação forca-deslocamento da 
teoria analitica conhecidos S e S , calcula-se 
U2 
o mõdulo 
/ 2 2 
IS +S 
U 1 U 2 
U1 
K' K' 
G u u ; ; ( 6 • l ) 
Jsu +iS 1 /s 2 +S 2 U2 u- u 
1 1 2 
onde Ku e a relação entre a força P e o deslocamento y da curva 
P-y. 





, da razao de Poisson v e do amortecimento interno D, 
do solo. 
su ; s +iS u U2 
1 
( 6. 2) 
s ; s (ao, V ' D) u u ( 6. 3) 
1 1 
s ; Su (ao, V ' D) Uz 2 . 
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ro = raio da estaca 
vs = velocidade da onda de cisalhamento 
úl = frequência angular 
vs I §: G E = = 
p 2(l+v) 
G = mõdulo de rigidez do solo 
p = massa específica do solo 









disso o valor de Su 
l 
e pequeno comparado com Su 




frequência. Portanto atribuindo um valor inicial em torno 





4, conforme grãfico da figura 5 da referência bibliogrãfica n99, 
e atribuindo valor inicial nulo a S , dividindo-se K' pelo va-u2 u 
lor inicial de Su jã dã um valor aproximado de G. O mõdulo 
l 
de elasticidade ê obtido multiplicando-se G por 2(l+v). 
Com o novo valor estimado de G, calcula-se a velocida 
de de onda Vs e, consequentemente a nova frequência adimensio-
nal a
0




O programa possui uma subrotina especial para calcu-
lar a impedância K = G(S +S ) em função do diâmetro da esta-
u U U 2 . 
l 
ca, mõdulo de elasticidade, razão de Poisson, amortecimentos his 
terêticos D5 e DL e massa específica. Com o novo valor do mõdu 
lo de Ku calcula-se o novo valor de G dividindo-se a constante 
K~ do diagrama P-y pelo novo valor do mõdulo de Su. Os módulos 
de elasticidade de cada camada convergiram em 4 iterações (fig~ 
ra VI. 1 ) . 
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Foram feitas vãrias corridas do programa ADEP e do 
programa desenvolvido segundo o modelo de Novak, variando-se a 
frequência e condições de contorno no topo da estaca. O progr~ 
ma experimental usando a teoria exposta anteriormente fornece, 
a partir do deslocamento horizontal e rotação impostos na cabe-
ça da estaca, a força e o momento aplicados naquele ponto. As-
sim a matriz de rigidez condensada(~) foi calculada rodando o 
programa para deslocamento unitãrio e rotação nula e, em segui-
da para deslocamento nulo e rotação unitãria, para cada frequê~ 
eia, obtendo-se Kuu' Kuw e Kww. No programa de anãlise dinâmi-
ca do sistema ADEP, por outro lado, o carregamento variãvel no 
tempo tem que ser dado por forças e momentos aplicados â estru-
tura (no caso força horizontal e momento no plano vertical apli 
cados na cabeça da estaca); não admite deslocamentos variãveis 
no tempo impostos como condição de contorno. Por este motivo 
nas corridas do sistema ADEP, foram considerados como carrega-
mentos isolados uma força ciclica horizontal e um momento cicli 
co no plano vertical, dando como resultado os deslocamentos e 
rotações respectivos. Foi adotada para cada frequência uma for 
ça horizontal de 100 tf e um momento de 100 tf-m aplicados se-
paradamente (uma corrida do ADEP para a força e outra para o 
momento). Desse modo ê obtida a matriz de flexibilidade (compl~ 
xa), que invertida darã a matriz de rigidez (complexa). Os des 
locamentos e rotações resultantes do ADEP, dados pelo módulo e 
fase podem ser rapidamente convertidos para a forma complexa,ba~ 
tando multiplicar os módulos porco-seno e seno dos ângulos de 
fases, dando as partes reais e imaginãrias, respectivamente, A 
matriz de rigidez dinãmica (~ em função da matriz de flexibili-
dade (~) e: 
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K .[::: ::} ,-1 
( 6. 6) 
onde 
[f 11 
F -- - f 2 1 
f 1 '] 
f22 ( 6. 7) 
K = f22/(f11f22- f12f21) ( 6. 8) uu 
KU1/J = -f 2 1 / ( f 1 1 f 2 2 - f12f21) {fi.9) 
Ki/JU =-f12/(f11f22- f12f2i) (6.10) 
K1/J1/J = f; l/(f11 f,,- f12f2i) (6.11) 
As frequências ensaiadas foram de l, 5, 10, 16, 25 e 
40 Hz e a carga vertical aplicada foi considerada nula para nao 
introduzir outros efeitos como acoplamento entre graus de liber 
dade que dificultariam a interpretação do comportamento fisico 
do sistema solo-estaca. Para cargas axiais não muito elevadas 
em relação ã esbeltez da estaca, estes efeitos de acoplamento 
não são de grande importãncia para o estudo de desempenho do 
sistema no dominio da frequência. O efeito da força normal na 
estaca ê o de produzir uma assimetria (em geral pequena, depen-
dendo da esbeltez e n1vel de solicitação axial da estaca) na m~ 
triz de rigidez~. que teria o termo Kui/J diferente de K~u· Este 
efeito de acoplamento tambêm ocorre estaticamente, nao apresen-
tando, portanto, grande interesse na comparação de modelos estã 
tico e dinâmico das reações do solo, e entre diferentes modelos. 
As caracter1sticas mais importantes do fenômeno são os efeitos 
dinâmicos do sol o sobre um contorno, da reação transversal da 
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estaca vibrando num plano horizontal. O objetivo maior da com-
paração entre modelos é verificar a sensibilidade dos mesmos a 
variação da frequência, considerando as variãveis que desempe-
nham papel preponderante, por este motivo não foi considerado o 
efeito da força normal. 
Dos testes realizados com o ADEP, chegou-se aos se-
guintes valores dos termos da matriz de flexibilidade, conforme 
tabela abaixo: 
TABELA VI.2 - ELEMENTOS fij DA MATRIZ DE FLEXIBILIDADE 
-se 
FREQ. f j 1 f 1 2 , f 21 f22 
(Hz) (10- 4 m/tf) ( 1 O - 5 t f-1 ) (10- 5 tfxm) 
1 2,52857 6,92645 3,10469 
-0,01134 i -0,02552 i -0,00647 i 
5 2, 59580 7,07558 3,13922 
-0,05993 i -0,13647 i -0,03354 i 
10 2,83258 7,60011 3,25973 
-0,14511 i -O ,32841 i -0,07950 i 
f-.--, 
l 6 3, 50790 9,08909 3 ,59769 
-0,37034 i -0,82651 i -0,19368 i 
25 7,70415 18,259 5,62788 
-3, 700 5 i -0,80727 i -1, 7791 i 
40 -1 ,9650 -2,4467 1 , 30 5 31 
-o, 5204 i -1,2769 -0,36911 i 
Invertendo-se as matrizes de flexibilidade F calculam, 
os valores das impedâncias Kuu' Ku~ e K~~-
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A tabela VI.3 apresenta os valores das impedâncias 
resultantes, aplicando-se o modelo do sistema ADEP e a tabela 
VI.4 usando-se o modelo de Novak. 
TABELA Vl,3 - IMPEDÃNCIAS PELO ADEP 
FREQ. Kuu Kuij,' Kij,u K1/!1/! 
(Hz) (10 3 tf/m) ( 1 o4 tf) (10 4 tfxm) 
l 10,1696 2,26883 8,28263 
+0,03283 i +0,00369 i +0,00686 i 
5 9 ,98631 2 ,25135 8,26029 
+0,15417 i +0,01539i +0,02509 i 
1 O 9,41269 2,19696 8,19188 
+0,31198 i +0,03149 i +0,05188 i 
1 6 8,19948 2, 0804 2 8,04291 
+0,51414 i +O ,05352 i +0,09025 i 
----
25 5,21766 1,78612 7,65567 
+0,86126 i +0,09563 i +0,16836 i 
40 -3,75542 0,81218 6,24507 
+ 1,83707 i +O ,25269 i +O ,49781 i 
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TABELA VI.4 - IMPEDÂNCIAS PELA TEORIA DE NOVAK 
FREQ. Kuu Kuij,, Kij,U Kij,ij, 
(Hz) (10 3 tf/m) ( l O 4 tf) {l o4 jzfxm) 
~. 
l 9 ,65371 2,24317 8,38751 
+3,03587 i +0,43730 i +0,78752 i 
5 11,7064 2,57523 9 , O l 80 2 
+5,73090 i +0,74027 i +l,21326 i 
lo 12,5034 2,74572 9,36492 
+8,37710 i +l ,01989 i +l,58558 i 
l 6 12,5937 2,85392 9 ,62787 
+ll,3972 i +l,32864 i +l ,98267 i 
25 11,7226 2,92808 9 ,90290 
+15,9678 i + l , 7 84 81 i +2,54994 i 
40 8,4951 2,94174 10 ,2515 
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VII. CONCLUSITES 
VII .1 - Principais Diferenças entre os Modelos de Novak e Matlock 
A principal diferença observada comparando os gráfi-
cos de impedância das figuras VI.2 a VI.4, i que a resultantedo 
amortecimento, representada pela parte:imaginária das impedânci 
modelo de Novak, muito superior as Kuu, Kul/J' Kl/Ju ou Kl/Jl/J, i no 
ao valor calculado pelo ADEP. A diferença pode ser explicada p~ 
la presença do amortecimento geomitrico, alim do amortecimento 
histeritico do solo. No modelo de Matlock i considerado ape-
nas o amortecimento histeritico. O amortecimento geomitrico, 
como foi visto, ê causado pela irradiação de ondas elásticas p~ 
ra o semi-espaço infinito representando o solo. Estas curvas 
representativas das funções de impedância no modelo analítico te 
Õrico estão baseadas na hipÕtese de linearidade nas relações e~ 
tre tensões e deformações, considerando que não ocorre a separ~ 
çao entre a estaca e solo. Na realidade o descolamento da esta 
ca do solo ocorre na maioria das vezes, atê com pequenos deslo-
camentos. Este fenômeno i bem característico dos solos nao-coe 
sivos (areias, silte, etc) onde o menor deslocamento da funda-
ção já ê suficiente para provocar a separação entre estaca e o 
solo. Quando isto ocorre, o amortecimento geométrico sofre uma 
queda, pois a interface solo-estaca perde grande parte da sua 
capacidade de transmitir ondas elãsticas para o solo adjacente. 
De modo semelhante a rigidez,(representada pela parte real da 
impedância), também ê afetada. Quando ocorre o desacoplamento 
da estaca ao solo, tanto a ligação do tipo elástico (molas fic-
tícias equivalentes), como a do tipo viscoso (amortece.dores fi~ 
t1cios equivalentes) sofrem colapso simultaneamente. Portanto 
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no caso real as curvas da rigidez (parte real) e do amortecime!!_ 
to (parte imaginãria) tendem a se deslocar para baixo conforme a 
porcentagem de desacoplamento. 
Nos grãficos VI.2(a), VI.3(a), VI.4(a), as curvas,que 
apresentam a variação da rigidez (mola equivalente) em função 
da frequência, segundo teoria de Novak, mostram que as rigide-
zes crescem com a frequência na faixa de frequências mais bai-
xas. No caso da rigidez Re Kuu (parte real de Kuul, observa-se 
pela figura VI.2(a), que a rigidez atinge o valor mãximo de 
12700 tf/m em torno de 14 Hz e a partir da, decai atingindo 
8500 tf/m ã 40Hz. Na frequência de l Hz, o valor de Re Kuu e 
9650 tf/m, dando uma variação de cerca de 30% na faixa de a 
40 Hz. 
O amortecimento, representado nos grãficos VI.2(b), 
Vl.3(b) e VI.4(b), no modelo de Novak, exibe uma variação com a 
frequência sensivelmente linear a partir de 3 Hz, no caso da im 
' pedância Kuu e a partir de 7 Hz, no caso de Ku~· K~u e K~~: A 
medida que a frequência aumenta, o amortecimento torna-se cada 
vez mais importante. A 40 Hz, o amortecimento de Im Kuu e de 
24000 tf/m enquanto que a rigidez Re Kuu ê de 8500 tf/m, aproxl 
madamente, o que dã uma relação de 2,82, dando um ângulo de 
fase de cerca de 70°. Na frequência de l Hz o amortecimento e 
de cerca de 3000 tf. Portanto houve uma variação dramãtica do 
amortecimento, mostrando a conveniência do tratamento no domTni 
o da frequência preferivelmente ã anãlise modal. Nos sistemas 
de elevado grau de amortecimento, a defasagem entre a força 
e o deslocamento e de grande importância, e no caso de um siste 
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ma solo-estaca,- estrutura, em alta frequência, e preciso consi-
derar devidamente as diferenças entre o elevado amortecimento da 
fundação e o baixo amortecimento da parte estrutural produzido 
pelo fluido circundante, como por exemplo numa plataforma ''off-
shore" submetida a um sismo. Pelos grifices dasimpedinciasKuu' 
Kuw' Ktu e KWW pode-se observar que a parte imaginãria destas 
(amortecimento) cresce linearmente com a frequência. No grifi-
ce de Kuu a parte real (rigidez) cresce atê certa frequência d~ 
crescendo em seguida, conforme figura VI.2(a). Nos grãficos 
das impedâncias Kuw e Kwu' pode-se notar um crescimento da rigl 
dez, com a frequência, com uma tendência a atingir um valor mã-
ximo na região prõxima de 40 Hz, no caso de Kuw e Kwu; no caso 
de KWW a figura VI.4(a) sugere a tendência de um mãximo fora do 
campo do grãfico. Existe, portanto, uma semelhança de comport~ 
mente entre as impedâncias Kuu' Kuw' Kwu' Kww pelo menos para 
o ''range" de frequências ensaiado. Com o crescimento linear do 
amortecimento e decréscimo da rigidez com o aumento da frequên-
cia, pode-se inferir que o efeito dinâmico do solo, equivalente 
a combinação de molas e amortecedores, tende para a reaçao de a 
mortecedores puros (parcela de rigidez desprezlvelh quando a 
frequência tende para infinito. 
No modelo do ADEP a rigidez,apresenta uma queda apro-
ximadamente segundo uma parãbola do segundo grau. Este fato p~ 
de ser explicado pela atuação das forças de inercia que sao pr~ 
porcionais ao quadrado da frequê~cia e têm direção contrãria a 
das reações elãsticas do solo (molas de Winkler). No modelo 
de Novak hã um aumento inicial da rigidez em função da frequên-
eia, para frequências baixas. Isto pode ser explicado pela con 
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tribuição da inercia do solo, como uma massa adicional. Para 
baixas frequências (grandes comprimentos de onda) a variação de 
fase com a distância da fonte de irradiação ê bastante suave,de 
modo que um grande volume de solo se move quase que em sincroni 
a com o movimento da estaca contribuindo para a inercia. A me-
dida que a frequência aumenta, o comprimento de onda diminui,de 
crescendo consequentemente a massa adicional, reduzindo os efej__ 
tos de força de inercia que tem sentido contrário à,' reação e-
lástica estática do solo; por isso a rigidez equivalente aumen-
ta atê um máximo. Depois a inercia da estaca começa a ter uma 
atuação mais importante fazendo com que caia a rigidez. 
Deve-se ressaltar queo sistema ADEP permite o refina-
mento do modelo utilizado, por exemplo: poderia-se considerar o 
efeito do descolamento, degradação do ciclo histerêtico e amor-
tecedores discretos para simular o efeito do amortecimento geo-
mêtrico. Entretanto tais simulações devem ser efetuadas no do-
mfnio do tempo atravês de análises não lineares, que fogem do 
escopo do presente trabalho. 
VII.2 - Discussão do Modelo Adotado 
A teoria acima exposta, apesar de aparentemente muito 
rigorosa para pequenas deformações, resolvendo analiticamente 
problema de contorno da Teoria da Elasticidade apresenta várias 
simplificações no equacionamento tridimensional do problema,ta~ 
to nas condições de contorno ao nfvel da superffcie livre do ro 
lo como na interface solo-estaca, onde existem tensões de ciza-
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lhamento na direção de seu eixo longitudinal, alêm da aderência 
não perfeita (descolamento). A partir de certo nivel de defor-
mações entram em cena os efeitos da não-linearidade fisica do 
material que ê problema ainda não completamente solucionado no 
atual estado da arte( 4 l. 
O efeito de separaçao da estaca quando ocorre, e ma-
nifestado pela não linearidade da resposta a uma excitação dinâ 
mica. Entretanto em experiências realizadaspor Novak eGrigg(S), 
nao foi observada nenhuma não linearidade grave, apesar de te-
rem sido encontrados valores bem diferentes para velocidades de 
onda de cisalhamento, usando mõdulos de rigidez estâtico e dini 
mico atravês de propagação de ondas. No teste estâtico onde se 
mediram forças e deslocamentos do topo da estaca, predominam os 
efeitos do mõdulo de rigidez prõximo ã superficie do solo, ao 
passo que no teste de propagação de ondas realizado a certa pr~ 
fundidade obteve-se valor correspondente ao mõdulo na profundi-
dade ensaiada. As duas causas passiveis desta diferença (ave-
locidade de onda obtida do ensaio dinâmico foi quase quatro ve-
zes a do teste estãtico) são o descolamento e o decr~scimo do 
mõdulo de rigidez (ou do mõdulo de elasticidade) em direção a 
superficie. Como nos ensaios não foram observados efeitos nao 
lineares a primeira hipõtese foi descartada, concluindo-se que 
o efeito da variação do mÕdulo de elasticidade com a profundid~ 
de, em função do estado de confinamento ê um fator muito mais 
importante do que a separação da estaca. Em todo o caso, pode-
se admitir que o mõdulo de rigidez obtido do ensaio estãticoin 
corpora de certo modo o efeito do descolamento. 
147 
Estes resultados experimentais avalizam o rnetodo em-
pregado neste trabalho que consistiu em subdividir a camada de 
areia em vãrias subcarnadas de espessuras relativamente pequenas, 
considerando que dentro de cada camada o módulo de elasticidade 
não varia, podendo-se admitir corno corretas as conclusões acima 
inferidas, a menos de pequenos erros no ajuste dos módulos de 
elasticidade. 
Urna cornparaçao do modelo analitico de Novak com urna 
solução por elementos finitos foi apresentada por Kuhlerneyer(lli) 
comparando favoravelmente com a solução analitica para o caso 
de urna estaca de ponta, cravada em camada hornogenea( 5)_ Usando 
um contorno diferente, empregando tarnbern elementos finitos, a 
solução de Blaney et al(l~ dã resultados tarnbern muito bons. Tal 
corno nos casos apresentados, com elementos finitos mas resolve~ 
do o problema no dorninio do tempo pode-se fazer verificações se 
rnelhantes com o emprego de um sistema que se vale do rnetodo dos 
elementos finitos. Neste caso a excitação transiente seria cons 
tituida de um trem de ondas senoidal abrangendo um numero sufi-
ciente de comprimentos de onda para que a duração da excitação 
marcada pela emissão do trem, seja suficiente para que o cilin-
dro engastado (simulando a estaca) entre em regime permanente 
(steady state). Alem disso as fronteiras externas da malha se-
riam colocadas a urna distãncia suficiente, de modo que no peri~ 
do abrangido pela análise não haja tempo para que o trem de 
ondas alcance estas fronteiras. Urna possibilidade seria a uti-
lização de elementos finitos infinitos especialmente indicados 
para este caso. Estes estudos serão efetuados em continuidade 
a este trabalho. 
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O problema da nao linearidade do solo coloca 
problemas para qualquer tipo de modelo usado. 
sérios 
No modelo de massa agrupada, as reaçoes do solo sao 
modeladas por molas e amortecedores discretos que podem ser de-
finidos segundo funções não lineares e o sistema pode ser resol 
vida por técnicas numéricas. 
Penzien, Matlock e outros. 
Este "approach" foi seguido por 
Quando existem resultados experime~ 
tais disponiveis de antemão, é possivel se chegar ãs leis nao 
lineares de forma que se possa obter uma concordância satisfatõ 
ria entre a teoria e os ensaios. Entretanto a previsão correta 
destas leis e da resposta da estaca, baseada em propriedades do 
solo variâveis com o nivel de tensões apresenta grandes dificul 
dades, causadas pela variação do estado de tensões com as coor-
denadas r, e, z. Com as propriedades do solo dependendo do ni-
vel de deformações e, portanto, variãveis com as coordenadas tor-
na-se quase impraticãvel a escolha adequada das molas e amorte-
cedores distribuidos ao longo da estaca de modo a representar 
realisticamente a reação do solo. O ajuste dos parâmetros em 
função do nivel de tensões em cada estação da estaca tem que ser 
iterativo e consequentemente certos refinamentos introduzidosno 
modelo exigem um numero elevado de parâmetros que precisam ser 
levantados experimentalmente para definição das leis não linea-
res num sistema de inúmeros graus de liberdade. 
O método dos elementos finitos parede ser uma ferra-
menta importante para tratar a não linearidade de acordo com o 
nivel de tensões. Em geral se substitui a solução não linear 
por uma solução linear através de um ajuste iterativo das pro-
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priedades em cada elemento de acordo com o nível de tensões. 
Como consequência as soluções não lineares exigem grande esfor-
ço computacional. Soluções gerais para problemas tridimensio-
nais ainda não foram apresentadas. 
Resta discutir o modelo linear adaptado. A resposta 
de um sistema continuo e semi-infinito, a uma excitação dinâmi-
ca apresenta uma Variação complexa no domínio da frequência,co~ 
forme visto nos grâficos das impedâncias. Para simular fielmen 
te tal complexidade seria necessârio um grande numero de param~ 
tros, razão pela qual torna-se preferível a adoção de um modelo 
analítico com a limitação de ser um modelo linear, que utiliza 
um reduzido numero de parâmetros (mõdulo de elasticidade, razão 
de Poisson, densidade, etc.), podendo-se introduzir correçoes 
com base em ensaios. 
Existem ainda outros efeitos que nao foram considera-
dos como amplificação dinâmica, com ressonância de camada, e a-
nomalias de comportamento em baixa frequência. Quando a fre-
quência de excitação da estaca estâ prÕxima da frequência do de 
pÕsito de solo apoiado sobre uma base rochosa a camada de solo 
passa a vibrar com grandes amplitudes podendo entrar em resso-
nância. Neste caso não ê mais aplicâvel a hipÕtese de Winkler 
que considera as camadas de solo desacopladas, portanto sem ci-
salhamento no plano horizontal( 3 )_ O comportamento do sistema 
estaca-solo, em baixas frequências, conforme constatado experi-
mentalmente ê idêntico 
PILAY( 4 ) consideram um 
ao estâtico. Por isso''software~' como o 
patamar inicial no diagrama da rigidez 
em função da frequência; o valor desse patamar ê exatamente a 
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solução de Kotoda e Kazama baseada em ensaios de estaca de .con-
creto armado de 2 m de diâmetro{l 3)_ Existem ainda os efeitos 
de grupo e da inclinação da estaca. 
O campo de pesquisa nesta area de dinâmica de estacas 
e vastissimo, havendo uma grande necessidade de pesquisa em vã-
rias areas novas. 
Hã grande numero de novos modelos surgindo a cada an~ 
sendo que a parte experimental nesses modelos tem um papel im-
portantissimo, uma vez que o comportamento real do sistema so-
lo-estaca apresenta singularidades devido ã atuação de novos fa 
tores não previstos nos modelos matemâticos. 
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